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ნაწილი I 
არარელატივისტური კვანტურ დაჯახებათა თეორია 

თავი 1. ბორნის მიახლოება 

ნაწილაკთა გაფანტვის שესწავლა დაკავשირებულია სტაციონარული שრედინ-
გერის განტოლების ამოხსნასთან: 

                       ( ) ( ) ( )rErrU
m kk



++ Ψ=Ψ








+Δ−

002

2

                            (I.1)  

ტალღურ ფუნქციას დიდ მანძილებზე שემდეგი ასიმპტოტური ყოფაქცევა გააჩნია 

(იგულისხმება, რომ პოტენციალი უსასრულობაשი r/1 -ზე სწრაფად ეცემა, რად-
განაც, წინააღმდეგ שემთხვევაשი, როგორც დაცემული, ასევე გაფანტული ტალ-
ღები დიდ მანძილებზე მახინჯდებიან, როგორც ეს ჩანს კულონურ ველზე გაფან-
ტვისას):  
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სადაც k


გაფანტული ნაწილაკის ტალღური ვექტორია ( )2
0 /2 mEkk == , ხო-

ლო ( )0,kkf


 გაფანტვის ამპლიტუდა განსაზღვრავს ( )2

0,kkf
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გაფანტვის 

დიფერენციალურ კვეთას, რომლის ინტეგრება კუთხეების მიხედვით იძლევა 

( ) Ω=
k

dkkf 
 2

0,σ
 
გაფანტვის სრულ კვეთას. 

თუ გამოვიყენებთ თავისუფალი ნაწილაკის გრინის ფუნქციას: 
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მაשინ (I.1) განტოლება (I.2) სასაზღვრო პირობის გამოყენებით, שესაძლოა, שემ-
დეგი ინტეგრალური განტოლების სახით ჩაიწეროს: 
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საიდანაც (1.4)-ის (1.2)-თან שედარებით მიიღება გაფანტვის ამპლიტუდის გამოსა-
თვლელი ფორმულა: 
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ეს ფორმულა ხელსაყრელია სხვადასხვა მიახლოებითი გამოთვლების ჩასატარებ-

ლად. ასე მაგალითად, ( ) rki

k
er






0

0
=Ψ+ -თვის (I.5)-დან მიიღება ბორნის მიახლოების 

ფორმულა გაფანტვის ამპლიტუდისათვის:        

( ) ( )qUm
qf B





 ~

2 2π
−= , ( ) ( ) −= dVrUeqU rqi  ~

                         (I.6) 

სადაც kkq ′−=


გაფანტვისას ნაწილაკის იმპულსის ცვლილებაა (გადაცემული 

იმპულსია). ამასთან, ( )2/sin2 θkq = , რომელשიც θ  გაფანტვის კუთხეა. (I.6) 

ფორმულა წარმოადგენს გაფანტვის ამპლიტუდის,  ურთიერთქმედების პოტენცი-
ალის ხარისხების მიხედვით, გაשლის პირველ წევრს. ამ ფორმულის გამოყენება 
მაשინ არის שესაძლებელი, თუ სრულდება ერთ-ერთი უტოლობა მაინც: 

2

2

0 mR
U

<<   ან   
R

v
U

<<0                                        (I.7) 

სადაც 0U  და R  პოტენციალის მახასიათებელი სიდიდეა და რადიუსია, ხოლო v  

სიჩქარეა. 
ცენტრალური სიმეტრიის ველשი გაფანტვისას გაფანტვის ამპლიტუდა დამო-

კიდებულია მხოლოდ E ენერგიაზე და პოლარულ θ  კუთხეზე და ბორნის მიახ-

ლოებაשი q გადაცემული იმპულსის სიდიდეზე. ამასთან, (I.6) ფორმულა ცენტ-

რალური სიმეტრიის ველისათვის ასე ჩაიწერება: 

( ) rdr
q

qr
rU

m
qf B 
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2
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                                   (I.8) 

1.1. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ m  მასის და kp



 = იმპულსის ნაწილაკების 

გაფანტვის  დიფერენციალური და სრული კვეთები იუკავას ველשი: 

aV
r

e
rV

ar

0

/

)(
−

=  

სადაც 0V  და 0>a  ნამდვილი სიდიდეებია. განიხილეთ ∞→a  ემთხვევა დაש 

ახსენით მიღებული שედეგი. 
1.2. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა და სრუ-
ლი კვეთა שემდეგ ველשი:  

( ) ( )RrrU −= αδ  

გამოიკვლიეთ ნელი და სწრაფი ნაწილაკების ზღვრული שემთხვევები. 
1.3. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა და სრუ-
ლი კვეთა שემდეგ  ველשი:  

RreUrU /
0)( −=  



9 

1.4. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა და სრუ-
ლი კვეთა שემდეგ  ველשი:  

( ) 2/ rrU α=  
1.5. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა და სრუ-
ლი კვეთა שემდეგ ველשი:  

22 /
0)( RreUrU −=  

1.6. ბორნის მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა და სრუ-
ლი კვეთა שემდეგ ველשი:  

( )




>
<

=
Rr

RrU
rU

,0

,0  

გამოიკვლიეთ ნელი და სწრაფი ნაწილაკების ზღვრული שემთხვევები. 

1.7.∗ აჩვენეთ, რომ ბორნის მიახლოებაשი )(rU პოტენციალისათვის ნაწილაკების 

დიდ ენერგიებზე )1( >>kR  გაფანტვის სრული კვეთა  მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( ) ρρσ 2

2

2
,

2
ddzzU

E

m
E

E   
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∞→ 








≈


 

მითითება: გაשალეთ q


 გადაცემული იმპულსი ორ მდგენელად: ⊥+= qqq


 , სა-

დაც  


q  მიმართულია 0k


-ის გასწვრივ (ნაწილაკის იმპულსი დაჯახებამდე) და 

0kq
 ⊥⊥ . 

1.8. იპოვეთ ძირითად მდგომარეობაשი მყოფი წყალბადის ატომზე სწრაფი ელექ-
ტრონების დრეკადი გაფანტვის დიფერენციალური და სრული კვეთები. გამფან-
ტავ პოტენციალს שემდეგი სახე აქვს: 

                              ( )
2

22
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em
ae

ar
erU
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1.9.∗ იპოვეთ ნეიტრალურ ატომებზე სწრაფი ელექტრონების დრეკადი გაფანტვის 

სრული კვეთის დამოკიდებულება Z -ზე, როდესაც 1>>Z . ისარგებლეთ ტომას-
ფერმის მოდელით. 

მითითებები:  
ა) ტომას-ფერმის მოდელשი გაფანტული ელექტრონის ურთიერთქმედებას ნეიტ-
რალურ ატომთან (ატომის პოლარიზაციის გაუთვალისწინებლად) שემდეგი სახე 

აქვს: ( ) ( ) 







−=−=

b

rZ

r

Z
rrU

3/1

χϕ , სადაც ( )xχ  ტომას-ფერმის მოდელის უნი-

ვერსალური  ფუნქციაა (ვსარგებლობთ 1=== eme 
 
ატომური ერთეულებით). 
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ბ)იპოვეთ გაფანტვის ამპლიტუდა ბორნის მიახლოებაשი.  

ი მიიღეთ )(rUשფოთების თეორიის მე-n რიგשეש ∗.1.10  პოტენციალურ ველשი 

ნაწილაკის გაფანტვის ამპლიტუდის გამოსახულება.  

მითითება: (I.4) და (I.5)-ის გამოყენებით წინასწარ მიიღეთ ინტეგრალური განტო-
ლება გაფანტვის ამპლიტუდისათვის და გამოიყენეთ თავისუფალი ნაწილაკის 
გრინის ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაשი. 

1.11. გამოთვალეთ გაფანტვის ამპლიტუდა שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი. 

იპოვეთ ( )0,Im )2( =θEf  და ახსენით მიღებული שედეგი. გამოიყენეთ წინა ამო-

ცანის שედეგები. 

1.12.* იპოვეთ שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი გაფანტვის ამპლიტუდა 

Rre
r

rU /)( −= α იუკავას პოტენციალისათვის.  

მითითება: გამოიყენეთ 1.10 ამოცანის שედეგები და ნაשთთა თეორია ინტეგრა-
ლების ასაღებად. 

1.13. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი 
Rre

r
rU /)( −= α

 

იუკავას პო-

ტენციალისათვის გაფანტვის ამპლიტუდა 1>>qR   დიდი გადაცემული იმპულსე-

ბისათვის; გამოიყენეთ 1.10 ამოცანის שედეგები. 

1.14.
∗
აჩვენეთ, რომ שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი 1>>kR დიდ ენერგიებზე 

და 1≤qR  გადაცემული იმპულსებისათვის გაფანტვის ამპლიტუდა שემდეგი ფო-

რმულით აღიწერება:  

                                     [ ] { } ρρρ
π

22

4

2
)2( exp,

4
dqizdz

k

m
if




⋅−≈ ⊥  

სადაც R პოტენციალის რადიუსია. 

მითითება: გამოიყენეთ 1.10 ამოცანის שედეგები და ნაשთთა  თეორია ინტეგრა-
ლების ასაღებად. 

1.15. გამოიყენეთ წინა ამოცანაשი მიღებული שედეგი ( ) 22 /
0

RreUrU −= პოტენცი-

ალისათვის.       

1.16. 0=E -თვის ერთმანეთს שეადარეთ  ზუსტი და ბორნის მიახლოების გაფანტ-

ვის ამპლიტუდები 0)( ≥rU   განზიდვის პოტენციალისათვის. აჩვენეთ, რომ ბორ-

ნის მიახლოება იძლევა კვეთის მეტ მნიשვნელობას. 

1.17. 0=E -თვის ერთმანეთს שეადარეთ  ზუსტი და ბორნის მიახლოების გაფანტ-
ვის ამპლიტუდები   მიზიდვის პოტენციალისათვის, რომელსაც არ გააჩნია ბმული 
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მდგომარეობები (ანუ პოტენციალური ორმოსათვის, რომელსაც არ გააჩნია სათა-
ნადო სიღრმე).  აჩვენეთ, რომ ბორნის მიახლოება იძლევა კვეთის ნაკლებ მნიשვ-
ნელობას. 

1.18. ბორნის მიახლოებაשი მიიღეთ დამუხტული ნაწილაკის ( )rH


ველשი გაფანტ-

ვის ამპლიტუდის გამოსახულება. დარწმუნდით მიღებული שედეგის ყალიბრულ 
ინვარიანტობაשი. გაითვალისწინეთ, რომ დამუხტული ნაწილაკის მაგნიტურ ველ-
თან ურთიერთქმედებას שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი שემდეგი სახე აქვს:  

( )pAAp
mc

e
V ˆˆ

2
ˆ  +−= . 

1.19. აჩვენეთ, რომ, თუ პოტენციალს გააჩნია ტრანსლაციური ინვარიანტობის 

თვისება ( ) ( )rVRrV
 =+ , სადაც R


მუდმივი ვექტორია, მაשინ ბორნის მიახლო-

ებაשი გაფანტვა არ გვაქვს, თუ სრულდება პირობა nRq π2=⋅


, სადაც n  მთელი 

რიცხვია. 

1.20. სფერული სიმეტრიის მქონე ( )rρ    მუხტური სიმკვრივის ობიექტზე ელექტ-

რონის გაფანტვისას ბორნის მიახლოებაשი გამოსახეთ გაფანტვის დიფერენცი-
ალური კვეთა, როგორც ნამრავლი  q  წერტილოვან მუხტზე გაფანტვისა (რეზერ-

ფორდის გაფანტვა)  და  ( )kF  ფორმფაქტორის კვადრატის, სადაც  k არის გადა-

ცემული იმპულსი. გამოთვალეთ ( )kF  :იשემთხვევაש ემდეგש 

( )






>

<
=

Rr

Rr
R

q
r

0
4

3
3πρ  

1.21. სფერული სიმეტრიის მქონე ( )rρ    მუხტური სიმკვრივის ობიექტზე ელექტ-

რონის გაფანტვისას ბორნის მიახლოებაשი გამოსახეთ გაფანტვის დიფერენცი-
ალური კვეთა, როგორც ნამრავლი  q  წერტილოვან მუხტზე გაფანტვისა (რეზერ-

ფორდის გაფანტვა)  და ( )kF  ფორმფაქტორის კვადრატის, სადაც  k არის გადა-

ცემული იმპულსი. გამოთვალეთ ( )kF  :იשემთხვევაש ემდეგש 

( ) 2

2

32/3
R

r

e
R

q
r

−
=
π

ρ  

1.22. იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი სწრაფი ნაწილაკებისათვის )1( >>ka  გაფანტ-

ვის სრული კვეთა  

( )
2;

222

>
+

= n
ar

U
n

α
  პოტენციალურ ველשი. 
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1.23. იპოვეთ ორგანზომილებიან שემთხვევაשი ბორნის მიახლოებაשი  (ველი 

),( zxUU = ) გაფანტვის ამპლიტუდა. ნაწილაკების ნაკადი მიმართულია z  

ღერძის გასწვრივ.  

1.24. გამოთვალეთ ბორნის მიახლოებაשი  m მასის ნაწილაკის გაფანტვის დიფე-

რენციალური და სრული კვეთები ( ) ( )rgrV
 δ=  ველשი. 

1.25. m  მასისა და e  მუხტის მქონე ნაწილაკი განიბნევა ელექტროსტატიკურ 
ველשი, რომელსაც ქმნის სფერული სიმეტრიულად განაწილებული მუხტი. ცნობი-

ლია, რომ ( ) Axdrr = 32ρ , სადაც ( ) xdr 3ρ მუხტია xd 3 მოცულობის ელემენტ-

ი. ამასთანავე,  ρש  ნულისაკენ მიისწრაფვის უსასრულობაשი და ( ) 03 = xdrρ ; 

გამოთვალეთ ბორნის პირველ მიახლოებაשი წინ გაბნევის დიფერენციალური 

კვეთა 
0=Ω θ

σ
d

d
, სადაც  θ  გაფანტვის კუთხეა. 

1.26. V პოტენციალისათვის დრეკადი გაბნევა שეიძლება გამოთვლილ იქნეს ბორნის 

პირველ მიახლოებაשი. 
Ωd
dσ

 გაფანტვის დიფერენციალური კვეთის kkq ′−=


 
გადაცემულ იმპულსზე დამოკიდებულების ექსპერიმენტული მონაცემები მოცე-
მულია ნახაზზე:  

 
ნახაზზე მოცემული პარამეტრების საשუალებით დაადგინეთ მიახლოებითი    

ზომა (რა მანძილებზე მოქმედებს) V პოტენციალისა. 

მითითება: ბორნის მიახლოებაשი გაფანტვის ამპლიტუდის გამოსახულება   გაשა-
ლეთ მცირე q -ებისათვის. 

1.27. წინა 1.26 ამოცანაשი დაადგინეთ  V პოტენციალის ყოფაქცევა  მცირე მან-
ძილებზე. 

1.28. )(rV პოტენციალზე გაფანტვისას ტალღური ფუნქცია שეიძლება שემდეგი 

სახით ჩავწეროთ: )(rveikz +=ψ , სადაც პირველი წევრი ბრტყელი ტალღაა, ხო-

ლო მეორე წევრი კი გაფანტული ტალღაა. მიიღეთ ბორნის პირველ მიახლოებაשი 

)(rv  ფუნქციისათვის დიფერენციალური განტოლება.      
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1.29.იპოვეთ გრინის ფუნქცია ერთგანზომილებიანი שრედინგერის განტოლები-
სათვის და გამოიყენეთ ის שრედინგერის განტოლების ინტეგრალური სახით ჩასა-
წერად. 

1.30. წინა ამოცანის שედეგის გამოყენებით ერთგანზომილებიან שემთხვევაשი მი-
იღეთ ბორნის მიახლოება. აჩვენეთ, რომ არეკვლის კოეფიციენტი მოიცემა ფორ-
მულით: 

2

2
2

2
)(

∞

∞−







≅ dxxVe
k

m
R ikx


 

1.31. აჩვენეთ, რომ ბორნის მიახლოებაשი სრული ( )Eσ  ნებისმიერ ცენტრალურ 

ველשი, როგორც ენერგიის ფუნქცია, აკმაყოფილებს שემდეგ უტოლობას: 

( )[ ] 0≥EE
dE

d σ  

ანუ ( )EEσ  ენერგიის მონოტონურად ზრდადი ფუნქციაა. 

1.32. იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი 0δ  ფაზური წანაცვლება שემდეგი ველები-

სათვის: 

ა) ( )RrRVrV −= δ0)( ;   ბ) ( ) R

r

eVrV
−

= 0  

მიღებული שედეგების გამოყენებით მოცემული ველებისათვის იპოვეთ ნელი 
ნაწილაკების სრული კვეთები. 
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თავი 2. გაფანტვის ფაზური თეორია  

ცენტრალური სიმეტრიის მქონე პოტენციალებისათვის გაფანტვის ამპლიტუ-
და שეიძლება გაიשალოს პარციალურ ტალღებად: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞

= −
=−=+=

0

2 1

2

1
;cos12,

l l

i

ll ictgkik

e
PElkf

l

l δ
ϕθϕθ

δ

          (II.1) 

სადაც ( )θcoslP  ლეჟანდრის პოლინომია, ( )klδ ფაზური წანაცვლებებია (გაფან-

ტვის ფაზა) და მათი საשუალებით გამოისახება დიდ მანძილებზე რადიალური 
ტალღური ფუნქციების ასიმპტოტური ყოფაქცევა: 

r

lkr
CR l

r

)2/sin( δπ +−
≈

∞→
                                 (II.2) 

გაფანტვის სრული კვეთისათვის სამართლიანია שემდეგი ფორმულები: 

( ) ( )( ) 12
2

0

2
2

112
4

sin12
4

,
−∞

=

++=+== l
l

lll ctgl
k

l
k

δπδπσσσ             (II.3) 

(II.1) და (II.3)  ფორმულებიდან გამომდინარეობს ე.წ. ოპტიკური თეორემა: 

( ) ( )Ek
Ef σ

π
θ

4
0,Im ==                                    (II.4) 

აუცილებელია აღინიשნოს, რომ (II.4) თანაფარდობა ზოგად ხასიათს ატარებს. 
კერძოდ, ის სამართლიანია שედგენილი ნაწილაკების გაფანტვის დროსაც, 
როდესაც שესაძლოა გაფანტვის არადრეკადი არხებიც არსებობდეს. ამ שემთხვე-

ვაשი ( )Eσ  უნდა გავიგოთ როგორც გაფანტვის სრული კვეთა, ხოლო ( )0,Ef  

როგორც გაფანტვის ამპლიტუდა  0=θ  კუთხეზე. 

ბორნის მიახლოებაשი:  

( ) ( ) ( )
∞

+−=
0

2
2/12

rdrkrJrU
m

k l
B
l



πδ                                   (II.5) 

და, ამასთან, ამ მიახლოებაשი ყველა ფაზა მცირეა 1<<B
lδ .                                                       

2.1. გაფანტვის კვანტურ თეორიაשი, უსასრულობაשი  ტალღური ფუნქციისათვის 
მიიღება שემდეგი ასიმპტოტური გამოსახულება: 

( ) ( )
r

e
fer

ikr
ikz

r
ϕθψ ,+≈

∞→


 

აჩვენეთ, რომ, თუ ჰამილტონიანი ინვარიანტულია ბრუნვების მიმართ, მაשინ f
გაფანტვის ამპლიტუდა არ არის დამოკიდებული ϕ  კუთხეზე. 
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2.2. ბორნის მიახლოებაשი მიიღეთ ფაზური წანაცვლებების გამოსახულება 
გაფანტვის ამპლიტუდის პარციალურ ტალღებად გაשლის მეთოდით.  

2.3. ნაწილაკები იფანტება ( ) 0;/ 2 >= grgrU   ველשი.  

ა) დაწერეთ რადიალური ტალღური განტოლება და იპოვეთ მისი რეგულარული 
ამონახსნი. 
ბ) აჩვენეთ, რომ ფაზური წანაცვლებები მოიცემა ფორმულით: 

                                           











+






 +−+=

2

2
2

2

1

2

1

2 

g
lll

μπδ  

2.4.∗ წინა ამოცანისათვის:  
ა) იპოვეთ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთის დამოკიდებულება ენერგიაზე 
ფიქსირებული გაფანტვის კუთხისათვის; 

ბ) იპოვეთ lδ გაფანტვის ფაზა 1/ 2 <<mg  ი  ნებისმიერი გაფანტვისשემთხვევაש 

კუთხისათვის და აჩვენეთ, რომ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა მოიცემა 
ფორმულით: 

22

2

2

3 θμπ
θ
σ

ctg
E

g

d

d


=  

სადაც E  გაფანტული ნაწილაკის ენერგიაა. 

მითითება: ისარგებლეთ ფორმულით ( ) ( )
∞

=

=
0 2/sin2

1
cos

l
lP θ

θ , სადაც ( )θcoslP  

ლეჟანდრის პოლინომია. 

2.5. იპოვეთ ( )rk

+Ψ
0

 ტალღური ფუნქცია, გაფანტვის ამპლიტუდა და გაფანტვის 

კვეთა ნულოვანი რადიუსის პოტენციალისათვის. რა მნიשვნელობას ღებულობს 

0r  ეფექტური რადიუსი?  

2.6.∗აღადგინეთ ურთიერთქმედების ( )rU  პოტენციალი s გაფანტვის ( )k0δ  ფა-

ზის საשუალებით. ჩათვალეთ, რომ ეს ფაზა ცნობილია ნაწილაკის ყველა ენერგი-

ისათვის და ( ) .10 <<kδ   

მითითება: პირობის თანახმად, ფაზები მცირეა ყველა ენერგიისათვის, ამიტომ 

პოტენციალი שეიძლება განიხილოთ როგორც שეשფოთება და  ისარგებლოთ ამ 
თავის שესავლის (II.5) ფორმულით. 
2.7. წინა ამოცანის שედეგები გამოიყენეთ გაფანტვის שემდეგი ფაზებისათვის: 

ა) ( ) constk =0δ ; ბ) ( )
20 1 k

k
k

β
αδ
+

=    

2.8. მიიღეთ ბორნის მიახლოებაשი გაცვლითი პოტენციალისათვის   ფაზური 
წანაცვლებების გამოსახულებები.  
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2.9. განიხილეთ שრედინგერის ერთგანზომილებიანი განტოლება, როდესაც 

0)( =xV  სასრულო 0xx < არეשი.  

ა) აჩვენეთ, რომ שრედინგერის განტოლების ნებისმიერი ( )xφ ამოხსნისათვის 

ალბათობის დენი მუდმივია და არ არის დამოკიდებული x -ზე.  

ბ) ( )xφ ფუნქციის ასიმპტოტიკა שემდეგი სახით שეიძლება ჩაიწეროს: 

( )
( ) 0

0

;

;

xxDeCex

xxBeAex
kxikx

R

kxikx
L

−>>+=

−<<+=
−

−

φ
φ

 

სადაც CBA ,, და D  კომპლექსური რიცხვებია და გაფანტვის S  მატრიცასთან 

 :ირებულიשემდეგნაირად არიან დაკავש









=








D

A
S

C

B
 

აჩვენეთ, რომ S  უნიტარული მატრიცაა.  

2.10. აჩვენეთ, რომ  ბორნის მიახლოებაשი გაფანტვის  lδ  ფაზები ცენტრალური 

სიმეტრიის ველשი მოძრაობისას მოიცემა ამ თავის שესავალი ნაწილის (II.5) 
ფორმულით. 

 2.11. ბორნის მიახლოებაשი წინ გაფანტვის ამპლიტუდა ( 0=θ კუთხეზე) ნამდვი-
ლი სიდიდეა და ამიტომ არ აკმაყოფილებს (II.4) ოპტიკურ თეორემას.  რატომ არ 
უשლის ეს გარემოება სწორად გამოვითვალოთ გაფანტვის დიფერენციალური და 
ინტეგრალური კვეთები ბორნის მიახლოებაשი მისი გამოყენების ფარგლებשი? 

2.12.∗ დაწერეთ გაფანტვის ამპლიტუდის გამოსახულება שეשფოთების თეორიის 

მეორე რიგשი. იპოვეთ ( )0,Im )2( =θEf  და ახსენით მიღებული שედეგი.  

მითითება: ისარგებლეთ (1.10) ამოცანის שედეგებით. 

2.13.∗ ორგანზომილებიანი ველისათვის ( )( )22, yxUU +== ρρ  გაფანტვის ამ-

პლიტუდა გამოსახეთ ფაზური წანაცვლებების საשუალებით. ნაწილაკების ნაკადი 
მიმართულია  z  ღერძის გასწვრივ.  

მითითება: ორგანზომილებიან שემთხვევაשი, ტალღურ ფუნქციას გამფანტავი 
ცენტრიდან უსასრულოდ שორს שემდეგი სახე აქვს: 

                                            ( )
ρ

ϕψ
ρ

i

e
fe

ik
ikz

−
+=  

სადაც ϕ  არის კუთხე z ღერძსა და გაფანტვის მიმართულებას שორის, ხოლო 

( )ϕf  გაფანტვის ამპლიტუდაა. ( )2/exp πii −=−  მამრავლი שემოტანილია გამო-
თვლების გამარტივების მიზნით. 
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2.14. იპოვეთ გაფანტვის სრული კვეთა და მიიღეთ ოპტიკური თეორემა ორგან-
ზომილებიან שემთხვევაשი.  

2.15.∗ გაფანტვის ფაზური თეორიის გამოყენებით იპოვეთ ამპლიტუდა და დიფე-
რენციალური კვეთა დამუხტული ნაწილაკების გაფანტვისა აქსიალური 

სიმეტრიის მქონე ( )ρΗ  მაგნიტურ ველשი, რომელიც მიმართულია  z ღერძის 

გასწვრივ და ლოკალიზებულია ამ ღერძიდან a≤ρ  მცირე მანძილზე. 

მითითება: განიხილეთ 0→a  ზღვრული שემთხვევა. ვექტორული პოტენციალი 
აირჩიეთ שემდეგი სახით: 

                                                     
πρϕ 2

0Φ
=A ;  0== ρAAz   

სადაც 0Φ  მაგნიტური ველის ნაკადია.       

2.16.∗ დაადგინეთ ფიქსირებული  l -თვის ( )klδ   ფაზური წანაცვლებების ენერგი-

აზე დამოკიდებულების სახე, როდესაც ∞→k . განიხილეთ პოტენციალები, 

რომელთაც მცირე მანძილებზე שემდეგი ყოფაქცევა გააჩნიათ ν
α
r

U ≈ , სადაც:  

ა) 1<ν ;   ბ) 21 <<ν  ; გ)  1=ν .  
მითითება: დიდ ენერგიებზე שესაძლებელია ბორნის მიახლოების გამოყენება 
ფაზური წანაცვლებისთვისაც და ამიტომ გამოიყენეთ ამ თავის שესავალი 

ნაწილის  (II.5) ფორმულა. 

2.17. აჩვენეთ, რომ ენერგიის და მომენტის დიდი მნიשვნელობებისათვის, როცა 

1>>∝ lkR , ფაზური წანაცვლებებისათვის  ბორნის მიახლოების გამოსახულება 
კვაზიკლასიკურ გამოსახულებაשი გადადის. 
2.18. აჩვენეთ, რომ a  რადიუსის მოკლე ქმედების მქონე პოტენციალებისათვის: 





>
<

=
ar

arrV
rU

0

)(
)(  

სამართლიანია ( )klδ  ფაზების გამოსათვლელი שემდეგი ფორმულა: 

( ) ( )
( ) ( )kankank

kajkajk
tg

lll

lll
l γ

γδ
−′
−′

=  

სადაც ( )kajl  და ( )kanl  ბესელის სფერული ფუნქციებია, ხოლო 
ar

l

l
l dr

dR

R
=

= 1γ  

2.19. განიხილეთ აბსოლუტურად שეუღწევადი სფერული ორმო, რომლის პოტენ-
ციალია:  





<∞
>

=
0

00
)(

rr

rr
rV  
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სადაც 100 <<rk . განიხილეთ მხოლოდ  s  ტალღოვანი გაფანტვა და გამოთვა-

ლეთ שემდეგი სიდიდეები: ( ) ( ) Td

d
kfk σσδ ,,,0 Ω    

2.20. წინა ამოცანაשი განიხილეთ  1=l ემთხვევა და აჩვენეთ, რომ  pש   ტალღო-

ვანი გაფანტვის ამონახსნი שემდეგი სახით მოიცემა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 













 ++−= kr
kr

kr
akr

kr

kr
Arkl sin

cos
cos

sinχ  

სადაც A  და a   მუდმივებია.  ( ) 001 =rkχ  პირობის გამოყენებით იპოვეთ ( )k1δ . 

აჩვენეთ, რომ 0→k   ზღვარשი  ( ) ( )3001 rkk ≈δ  და ( ) 01 δδ <<k . 

2.21. აჩვენეთ, რომ a  რადიუსის მქონე აბსოლუტურად  שეუღწევად სფეროზე გა-
ფანტვისას, როდესაც  ურთიერთქმედების პოტენციალს שემდეგი სახე აქვს: 

( )




>
<∞

=
0

0

0

;

rr

rr
rU  

გაფანტვის ფაზა שემდეგი ფორმულით გამოითვლება: 

( )
( )0

0

krn

krj
tg

l

l
l =δ

 

სადაც ( )0krjl   და  ( )0krnl  ბესელის სფერული ფუნქციებია.  

2.22. წინა ამოცანაשი განიხილეთ 1=ka  ემდეგი ცხრილიש ეავსეთש ემთხვევა დაש

lδ (გამოსახეთ რადიანებשი). 

 ltgδ  lδ  lδsin  

L 0=l  

 1=l  

 2=l  

2.23. გამოიყენეთ წინა ამოცანის שედეგები და გამოთვალეთ 
Ωd
dσ

 გაფანტვის 

დიფერენციალური კვეთა 0 და  π  კუთხეებისათვის და სრული კვეთა Tσ   (გაით-

ვალისწინეთ მხოლოდ 0=l   და  1=l  ტალღები).  

2.24.∗ აჩვენეთ, რომ აბსოლუტურად שეუღწევად სფერულ ორმოზე 

                                                   




<∞
>

=
0

00
)(

rr

rr
rV
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გაფანტვისას ძალიან დიდ ენერგიებზე გაფანტვის სრული კვეთა მიისწრაფვის 
2

02 rπ -სკენ. 

მითითება: გამოიყენეთ (2.21) ამოცანის ფაზის გამოსათვლელი ფორმულა და 

ემდეგი იგივეობა:  xש
l

x
l

x 2cos
2

sinsin
2

sin 222 ππ +=





 −  

2.25. განიხილეთ m  მასის ორი იგივური უსპინო ნაწილაკის გაფანტვა, რომელთა 
ურთიერთქმედების პოტენციალი  მათ שორის r  მანძილზე שემდეგნაირად არის 
დამოკიდებული: 

                                          ( )








>

<





 +−=

Rr

Rr
aRmrV

;0

;
11

16

2


 

სადაც aR <<  მუდმივებია. 

ა) იპოვეთ ( )k0δ  ფაზური წანაცვლება დაბალი ენერგიებისათვის, როცა სრულ-

დება პირობა: 

                                         
2

2
;1



E
k

a

R
kR

μ=<<<<  

სადაც E  არის ენერგია მასათა ცენტრის სისტემაשი, ხოლო  μ  დაყვანილი მასაა. 

ბ) გამოთვალეთ გაფანტვის სრული კვეთა. 

2.26. განიხილეთ m  მასის, სინგლეტურ მდგომარეობაשი პოლარიზებული, ორი 
იგივური ნახევარსპინიანი  ნაწილაკის გაფანტვა, რომელთა ურთიერთქმედების 
პოტენციალი  მათ שორის r  მანძილზე שემდეგნაირად არის დამოკიდებული: 

( )








>

<





 +−=

Rr

Rr
aRmrV

;0

;
11

16

2


 

სადაც  მუდმივებია 

ა) გამოთვალეთ გაფანტვის სრული კვეთა. ბ) გამოთვალეთ ორი არაპოლარი-
ზებული ნახევარსპინიანი ნაწილაკის გაფანტვის სრული კვეთა.    
2.27. გაשალეთ ბრტყელი ტალღა პარციალურ ტალღებად. 
2.28. გამოიკვლიეთ როგორ იცვლება გაფანტვის ფაზა პოტენციალის მცირე 
ცვლილებისას. 

)()ი )/expשრედინგერის განტოლებაש ∗.2.29 0 arUrU −−=  პოტენციალისათვის 

იპოვეთ დისკრეტული ენერგიების სპექტრი 0=l ი. იპოვეთשემთხვევაש 0δ  გაფან-

aR <<
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ტვის ფაზური წანაცვლება ამ პოტენციალისათვის და დაადგინეთ კავשირი  0δ -სა 

და მიღებულ დისკრეტულ სპექტრს שორის. 

მითითება: სპექტრის საპოვნელად გააკეთეთ ჩასმა a

r

e 2
−

=ξ და שრედინგერის 
განტოლება დაიყვანეთ ბესელის ფუნქციების განტოლებაზე. 

2.30.∗ m მასის ნაწილაკი იფანტება שემდეგ პოტენციურ ველשი: 

                                           

a

rma
rV

2
2

2

cosh

1
)(

−=  

სადაც a  მუდმივაა. მოცემული E ენერგიისათვის  გამოთვალეთ s ტალღის წვლი-
ლი გაფანტვის სრულ კვეთაשი.  

მითითება: გამოიყენეთ  ფაქტი, რომ განტოლებას: 

                                        0
cosh

2
2

2
2

2

=++ y
x

yk
dx

yd
 

აქვს ( )ikxey ikx tanh±=  ამონახსნი. 
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თავი 3. იოსტის ფუნქციები და რეჯეს პოლუსები.                        
ლიპმან-შვინგერის განტოლება 

გაფანტვის  მატრიცის ანალიზური თვისებების שესასწავლად გამოიყენება 

( )rlkf ;,± იოსტის ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებენ שრედინგერის რადი-

ალურ განტოლებას და უსასრულობაשი რეგულარული არიან: 

( ) 1;,lim =± ±

∞→

ikr

r
erlkf                                          (III.1) 

   ზოგადად, იოსტის ამონახსნები არ აკმაყოფილებენ  

0)0( =ElR                                                      (III.2) 

პირობას. მათ მნიשვნელობებს 0=r  წერტილשი იოსტის ფუნქციები ეწოდება და 

( )kFl ± -ით აღინიשნება. სამართლიანია  שემდეგი მნიשვნელოვანი თანაფარდობა: 

( ) ( )
( )kF

kF
ekS

l

lli
l −

= π                                                   (III.3)   

სადაც ( ) li
l ekS δ2=  გაფანტვის პარციალური ამპლიტუდაა. 

გაფანტვის  მატრიცის ანალიზური თვისებების שესასწავლად   ასევე გამო-

იყენება   რეჯეს პოლუსების მეთოდი, რომელשიც l  ორბიტალური მომენტი განი-

ხილება როგორც კომპლექსური სიდიდე.   ამ მეთოდשი ხდება  (II.1) 
l

ϕ  პარცი-

ალური ამპლიტუდის ანალიზური გაგრძელება   l  ორბიტალური მომენტის კომპ-
ლექსურ სივრცეשი: 

( ) ( )
2

2
2 2

;
2

1,

2

1
,



mE
k

ik

ElS

ik

e
El

li

=−=−=
δ

ϕ                              (III.4) 

მაשინ ( )θ,kf  გაფანტვის ამპლიტუდა გამოისახება ვატსონ-ზომერფელდის ინტე-

გრალით: 

( ) ( ) ( ) −+−=
C

l dlPEl
l

li
E θϕ

π
θϕ cos,

sin

12

2
,                            (III.5) 

რომელשიც ინტეგრების C კონტური ისეა שერჩეული, რომ ( )El,ϕ  ფუნქციის „שე-

მთხვევითი პოლუსები“ ( )lRe -ზე გამორიცხულია. ( )
2

1
Re −>l -თვის და ენერგი-

ისათვის ინტეგრალქვეשა გამოსახულებას (III.5)-שი N სასრული რაოდენობის 

პოლუსი გააჩნია, რომლებიც განლაგებულია ( ) 0Im ≥l  ზედა ნახევარსიბრტყეשი.  
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ენერგიის ზრდასთან ერთად ეს პოლუსები მოძრაობენ ე.წ. რეჯეს ტრაექტო-
რიებზე. იუკავას ტიპის  პოტენციალებისათვის:  

( ) ( ) ( )
∞∞ −

∞<=
μμ

α

ααρααρ dd
r

e
rV

r

;                              (III.6) 

( )El,ϕ  ფუნქცია (III.5)-שი ნაשთთა თეორიის გამოყენებით שემდეგ სახეზე დადის: 

                        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ
π

βθ
π

θϕ cos
sin

cos,
sin

12

2
,

1

2/1

2/1

−+−+= 
=

∞+−

∞−−
nl

N

n n

n
i

i

l P
l

E
dlPElA

l

li
E      (III.7) 

სადაც 

( ) ( ) ( )[ ]
nllnn ElAsiduelE =+−= ,Re12πβ                             (III.8) 

და ( )Eln არის რეჯეს n -ური პოლუსის მდებარეობა. (III.8) რეჯეს პოლუსების 

ფორმულა იმით არის ღირსשესანიשნავი, რომ გამოყოფს ამპლიტუდის 
სინგულარულ და არასინგულარულ ნაწილებს. 

დავუשვათ, მოცემულია დროზე დამოუკიდებელი H  ჰამილტონიანი, რომელ-
საც שემდეგი პირობები ედება: 

1. H  ჰამილტონიანი שეიძლება ჩაიწეროს שემდეგი სახით: 

HHH ′+= 0                                                      (III.9) 

სადაც ცნობილია 0H ჰამილტონიანის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 

მნიשვნელობები.   

2. 0H ჰამილტონიანს გააჩნია უწყვეტი სპექტრი 0≥E -თვის. 

3. H ′  „ურთიერთქმედების ჰამილტონიანი“ არ აשფოთებს 0H ჰამილტონიანის 

უწყვეტ სპექტრს ანუ, თუ aΦ  არის უწყვეტ სპექტრשი 0H ჰამილტონიანის 

საკუთარი ფუნქცია aE  ენერგიით: 

aaa EH Φ=Φ0                                                 (III.10) 

მაשინ არსებობს H ჰამილტონიანის aψ  საკუთარი ფუნქცია იმავე aE  ენერ-

გიით: 

aaa EH ψψ =                                              (III.11)     

ამ პირობების გათვალისწინებით (III.11) שრედინგერის განტოლების ორი –  +ψ

და −ψ  ამონახსნი აკმაყოფილებს ლიპმან-שვინგერის განტოლებებს 

±

+→

± ′
±−

+Φ= a
a

aa H
iHE

ψ
η

ψ
η

0
0

1
lim                           (III.12)     
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ეს განტოლებები სამართლიანია ნებისმიერ წარმოდგენაשი და მას שემდეგ, რაც 
წარმოდგენა იქნება არჩეული, ისინი ფრედგოლმის ტიპის ინტეგრალური 
განტოლებები ხდებიან. 

3.1. აჩვენეთ, რომ ( )rlkf ;,+   და  ( )rlkf ;,−   იოსტის ფუნქციები წრფივად და-

მოუკიდებელი ფუნქციებია. 

3.2. გამოიყენეთ წინა ამოცანის שედეგი,  გამოსახეთ იოსტის ფუნქციების საשუ-

ალებით  სათავეשი რეგულარული klR ,  ამონახსნი   

( ) ( ) 10;00 ,, =′= klkl RR  

და მიიღეთ  ( )
)(

)(

kF

kF
ekS

l

lli
l −

= π  თანაფარდობა.      

3.3. იპოვეთ  ( )kF ±0  იოსტის ფუნქციები და  ( )kS0  ფუნქცია  E ენერგიის მქონე 

ნაწილაკის სფერულ 0V  სიღრმის ორმოზე გაფანტვისას 0=l   მდგომარეობაשი.  

3.4. აჩვენეთ, რომ ( )rlkf ;,  ფუნქცია აკმაყოფილებს שემდეგ ინტეგრალურ გან-

ტოლებას: 

( ) ( ) ( ) ( )
∞

− ′′′−′+=
r

l
ikr rdrlkfrUrrk

k
erlkf ;,sin

1
;,  

სადაც         

( ) ( ) ( ) 21 −++= rllrUrUl  

და k  კომპლექსურ სიბრტყეשი, שესაბამისი   ( )kFl  იოსტის ფუნქცია ჰოლომორ-

ფულია ზედა ნახევარსიბრტყეשი, თუ სრულდება שემდეგი პირობა: 

( )
∞

∞<′′
r

l rdrU  

3.5. აჩვენეთ, რომ წინა ამოცანის  ( )kFl  ფუნქცია ასევე ჰოლომორფულია ზედა 

ნახევარსიბრტყეשი, თუ სრულდება שემდეგი პირობა:  

( )
∞

′ ∞<′′
r

rb
l rderU 2  

3.6. (3.4) ამოცანის ინტეგრალური განტოლების გამოყენებით აჩვენეთ, რომ სა-
მართლიანია שემდეგი თანაფარდობები: 

( ) ( ) ( ) ( ) 1;1 =−=∗∗ kSkSkSkS llll  
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ეისწავლეთ 0=lש .3.7   მდგომარეობის ნაწილაკის იუკავას პოტენციალზე 

გაფანტვისას ( )kS0  ფუნქციის ბარგმანის ზოლი ( lS ფუნქციის ბარგმანის ზოლი 

k  კომპლექსურ სიბრტყეשი წარმოადგენს არეს, რომელשიც ორივე –  ( )kFl   და  

( )kFl −  ფუნქცია ჰომომორფულია) k  კომპლექსურ სიბრტყეשი.   

3.8. გაუსის თეორემის გამოყენებით:  

( )
( )
′

=
C

dz
zf

zf

i
N

π2
1

 

(რომელიც გვიჩვენებს ( )zf  ჰომომორფული ფუნქციის ნულების რაოდენობას  

ჩაკეტილი კონტურის שიგნით) აჩვენეთ, რომ სამართლიანია ლევინსონის თეორემა: 

( ) ( ) πδδ lll n=+−+ 00  

სადაც ln  არის ბმული მდგომარეობების რაოდენობა მოცემული l   ორბიტალური 

მომენტისათვის. ამ ამოცანაשი  ბარგმანის ზოლი მოიცავს მთელ k  კომპლექსურ 
სიბრტყეს.    

3.9. აჩვენეთ, რომ დაბალ ენერგიებზე ერთი და იმავე ენერგიის ბმული და ვირტუ-
ალური მდგომარეობები ერთნაირ წვლილს იძლევიან გაფანტვის სრულ კვეთაשი. 

3.10. იპოვეთ )(, rR kl  რადიალური ფუნქცია, ( )kAl   პარციალური ამპლიტუდა და 

S  მატრიცის ( )kSl  დიაგონალური ელემენტები שემდეგ პოტენციალზე გაფანტ-

ვისას: 

( ) ( )arUrU −−= δ0  

3.11. იპოვეთ 0U -ის უმცირესი მნიשვნელობა, რომელსაც שეუძლია שექმნას ბმუ-

ლი მდგომარეობა:  

( ) ( )arUrU −−= δ0  

პოტენციალისათვის 0l  ორბიტალური მომენტით.  

3.12. აჩვენეთ, რომ (III.4) ფორმულიდან მიიღება (III.5), რომელიც გვიჩვენებს 

გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზურ გაგრძელებას l  კომპლექსურ სიბრტყეשი.    

რედინგერის  განტოლების klRש .3.13 ,  ამონახსნი სათავეשი აკმაყოფილებს 

1
,

0
lim +

→
≈ l

kl
r

rR  

პირობას. აჩვენეთ, რომ l კომპლექსურ სიბრტყეზე ამ პირობიდან  გამომდინარე-

ობს ( ) 2/1Re −>l  თანაფარდობა. 
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3.14.∗ აჩვენეთ, რომ წინა ამოცანის klR ,  ამონახსნი ჰოლომორფული ფუნქციაა l 

კომპლექსურ სიბრტყეზე, თუ სრულდება  ( ) 2/1Re −>l  პირობა. 

მითითება: ჩაწერეთ שრედინგერის რადიალური განტოლება ინტეგრალური 
სახით: 

( ) ( )( ) ( )
∞

+ ′′−′′+=
0

,
21

, , rdrRkrUrrGrR kll
l

kl  

სადაც ( )rrGl ′,  გრინის ფუნქცია აკმაყოფილებს განტოლებას 

( ) ( ) ( )rrrrG
r

ll

dr

d
l ′−=′







 +− δ,
1

22

2

. 

3.15.∗ აჩვენეთ, რომ ( )0>E   დადებითი ენერგიებისათვის ( )klS , -ს ყველა პო-

ლუსი მდებარეობს l კომპლექსური სიბრტყის ( ) ( ) 2/1Re,0Im −>> ll  არეשი.     

მითითება: ჩაწერეთ שრედინგერის რადიალური განტოლება lდა l ′ორბიტალური 

მომენტებისათვის. გაამრავლეთ ეს განტოლებები, שესაბამისად, )(rR kl′ და 

)(rR kl -ზე და გამოაკელით ერთმანეთს მიღებული განტოლებები. 

3.16.∗ აჩვენეთ, რომ ( )02 <k  უარყოფითი ენერგიებისათვის ( )klS , -ს ყველა პო-

ლუსი მდებარეობს l კომპლექსური  სიბრტყის რეალურ ღერძზე. 

მითითება: გამოიყენეთ ფაქტი, რომ, თუ 0, >= bibk , მაשინ ( )klS , პოლუსები 

ანუ ( )lkF ,− -ის ნულები  שეესაბამება ბმულ მდგომარეობებს. 

3.17.∗აჩვენეთ, რომ 0<E -თვის ( )klS , -ს პოლუსები მოძრაობს   ( )lRe ღერძის 

გასწვრივ  ( )lRe -ის ზრდადი მნიשვნელობებისაკენ  E -ს ზრდასთან ერთად, ანუ, 

როცა სრულდება שემდეგი პირობა: 

( )( ) 0/ >dEEdlp  

მითითება: გაამრავლეთ )(, rR kl -თვის ჩაწერილი שრედინგერის რადიალური გან-

ტოლება )(, rR kl -ზე და აინტეგრეთ ნულიდან უსასრულობამდე. 

3.18. აჩვენეთ, რომ განმხოლოებული რეჯეს პოლუსი აჩენს ბმულ მდგომარეობას 

(ან რეზონანსს), როდესაც მისი ტრაექტორია  0<E -თვის (ან  0>E -თვის) გა-

დის   ფიზიკურ მნიשვნელობებზე (ან უახლოვდება ერთ-ერთ  ,...2,1,0=l  ფიზი-

კურ მნიשვნელობას). 
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3.19. აჩვენეთ, რომ 0H ჰამილტონიანის საკუთარი ფუნქციების ჰილბერტის სივ-

რცეשი ( ) 1
00

−±− ηiHE  ოპერატორები კარგად განმარტებულია, ანუ שესაძლე-

ბელია მათი საკუთარი მნიשვნელობების და საკუთარი ფუნქციების პოვნა. 

3.20. აჩვენეთ, რომ שრედინგერის განტოლების მსგავსი 

( ) ( ) 0, >′=
∂
∂ ηψψ

η

tHet
t

i nI

t

n
  

განტოლების ამონახსნი ( ) Φ=∞−ηψ  პირობის გათვალისწინებით, სადაც 

IH ′  არის H ′ოპერატორი ურთიერთქმედების სურათשი, 0→η  ზღვარשი ეკვივა-

ლენტურია „საწყისი“  +ψ ვექტორის  0=t -თვის, ანუ, თუ სრულდება שემდეგი 

ტოლობა: 

( )0lim
0

ηη
ψψ

→

+ =  

3.21. მოცემულია  { }ξ   წარმოდგენა. გამოიყენეთ სისრულის  

 =1ξξξ d  

პირობა და აჩვენეთ, რომ ლიპმან-שვინგერის განტოლებას მივყავართ ფრედგოლ-
მის ტიპის ინტეგრალურ განტოლებებამდე. 

3.22. აჩვენეთ, რომ ნაწილაკის გაფანტვისას კოორდინატულ წარმოდგენაשი, რო-

ცა ( )
m

k
ErVH

m
H k 2

,,
2

22
2

2

0

 ==′∇−=  , ლიპმან-שვინგერის განტოლებას: 

+

→

+ ′
±−

+Φ= k
k

kk H
iHE

ψ
η

ψ
η

0
0

1
lim  

მივყავართ   שემდეგ ინტეგრალურ განტოლებამდე, שესაბამისი ტალღური ფუნქ-
ციისათვის: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) rdrrU
rr

rrik
rr

kkk
′′′

′−
′−

−= ++ 







 ψ
π

φψ
exp

4

1
 

სადაც 

( ) ( )rkir
k


 exp=φ  

3.23. განტოლების გამოყენებით აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

a
a

aa H
iHE

Φ′
±−

+Φ=
+→

±

η
ψ

η
0

0

1
lim  
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3.24.∗ დავუשვათ, +
aψ

 
და  +

bψ  
სისტემის ორი „საწყისი“ მდგომარეობაა. აჩვე-

ნეთ, რომ ისინი ორთონორმირებული ფუნქციებია, ანუ სრულდება שემდეგი თანა-
ფარდობა:  

( )baba −=++ δψψ  

სადაც  ( )xδ   დირაკის დელტა ფუნქციაა. 

მითითება: ისარგებლეთ იმ ფაქტით, რომ H და H ′  ერმიტული ოპერატორებია 
და ამიტომ წინა ამოცანის ტოლობიდან მივიღებთ: 

+

+→

+++

−−
′Φ+Φ= b

a
aaaba iHE
H ψ

η
ψψψ

η

1
lim

0
 

 .ვინგერის განტოლებაש-ემდეგ  გამოიყენეთ ლიპმანש
3.25. წინა ამოცანების שედეგების გამოყენებით მიიღეთ שემდეგი თანაფარდობები: 

( ) ±

+→

± ′Φ
±−

+−=Φ ab
ba

ab H
iEE

ba ψ
η

δψ
η

1
lim

0
 

b
L
a

ba
b

L
a H

EE
Φ′

−
=Φ ψψ 1

                      

სადაც L  ინდექსი שეესაბამება  H  ჰამილტონიანის ბმულ მდგომარეობას.     

მითითება: გაამრავლეთ  (III.12) ფორმულა მარცხნიდან bΦ -ზე და გამოიყენეთ 

0H -ის ერმიტულობის თვისება.    

3.26.∗ აჩვენეთ, რომ მთელი l -ების שესაბამისი ფაზური წანაცვლებები  აკმაყოფი-
ლებენ უტოლობას: 

                                                    ( ) 2/)(1 πδδ <−+ EE ll  
მითითება: განიხილეთ l  ორბიტალური მომენტი როგორც ნამდვილი უწყვეტი 
სიდიდე და გააწარმოეთ ამ სიდიდით שრედინგერის რადიალური განტოლება. 
3.27.∗ ლიპმან-שვინგერის განტოლების ამოხსნიდან იპოვეთ ნაწილაკის გაფანტვის 
ამპლიტუდა სეპარაბელური პოტენციალისათვის, რომლის ბირთვს שემდეგი სახე 

აქვს: ( ) ( ) ( )rrrrU ∗=′ χλχ, . ასევე იპოვეთ გაფანტვის კუთხური განაწილება და 

სრული კვეთა.   

მითითება: გამოიყენეთ ( ) ( ) )(,
~

kgkgkkU ′=′ ∗λ


 სეპარაბელური პოტენციალი-
სათვის ლიპმან-שვინგერის განტოლების שემდეგი სახე: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )







−−
+−= 

∗
∗

εςπ
ςςς

π
λ

ik

dkfg
kg

m
kkf

2
0

22

3
0

020 2

,

2
,
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თავი 4. ნელი ნაწილაკების გაფანტვა. რეზონანსული 
მოვლენები გაფანტვისას 

ნელი ნაწილაკების გაფანტვისას ( )1<<kR , პოტენციალების უსასრულობაשი 

საკმარისად სწრაფად დაცემისას (იხ. ამოცანები 4.2-4.4), სამართლიანია  ეფექ-
ტური რადიუსის გაשლა: 

⋅⋅⋅++−=+

2

1 2
12 kr

a
ctgk l

l
l

l δ                                      (IV.1) 

სადაც la -სა და lr -ს ეწოდება გაფანტვის სიგრძე და გაფანტვის ურთიერთქმედე-

ბის რადიუსი. ეს პარამეტრები, (II.1) და  (II.3) ფორმულების თანახმად, שესაბამის 
პარციალურ ტალღაשი, განსაზღვრავენ დაბალენერგეტიკულ გაფანტვას.  

თუ  პოტენციალს არ გააჩნია არაღრმა რეალური ან ვირტუალური ( 0=l -თვის) 

და კვაზისტაციონარული ( 1=l -თვის) დონეები, მაשინ ეფექტური რადიუსის 
წევრი გვევლინება როგორც שესწორება და სამართლიანია שემდეგი ფორმულები: 

( )( ) 241212 124,, RkRlRaka l
l

l
l

l
ll +≤≤−≈ ++ πσδ                   (IV.2) 

საიდანაც ჩანს, რომ გაფანტვის კვეთაשი ძირითადი წვლილი שეაქვს s  
მდგომარეობებს.  

თუ პოტენციალს გააჩნია  არაღრმა დონე mEl 2/2<<
 
ენერგიით და l  მო-

მენტით, მაשინ ( )Elσ  გაცილებით მეტია არარეზონანსულ მნიשვნელობაზე. ამ 

ი Raשემთხვევაש >>0 და გვაქვს: 

( ) ( )
0

00
2

0

12

ε
τπσσ

+
+≈≈ = E

r

m
EE l


                                (IV.3) 

სადაც 
m

E
2

2
0

2

00

τε 
== ,  ხოლო 

2
0

0

0
0 2

1

a

r

a
+=τ .  

რეზონანსული გაფანტვისას 0≠l  მომენტით, ენერგიაზე დამოკიდებულების 

ხასიათი და ( )Elσ  სიდიდე არსებითადაა დამოკიდებული დონის ბუნებაზე (რე-

ალურია თუ კვაზისტაცინარულია ეს დონე). 0<la -თვის დონე კვაზიდისკრეტუ-

ლია და თუ მას წარმოვადგენთ 2/RRl iEE Γ−=  სახით (სადაც RE და RΓ -ესაბაש ,

მისად, დონის ენერგია და სიგანეა), iEctg ll =)(δ  განტოლებიდან ვიპოვით: 

12
2222 2

;0
2

+










≈Γ>≈≡ l

R
l

R
ll

R
R k

rmrmm

k
E


                            (IV.4) 
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ამ שემთხვევაשი კვეთა RE -ის მახლობლად მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( )
( ) 4/

12
22

2

2
RR

R

R
l

EEk

l
E

Γ+−
Γ+≈ πσ                                     (IV.5) 

4.1. იპოვეთ ( )Eσ   გაფანტვის კვეთის ენერგიაზე დამოკიდებულება (როცა 

ნაწილაკის ენერგია 0→E ) ველשი, რომელიც დიდ მანძილებზე ( ) ,/≈α ν rrrU

 კანონით  ეცემა.  

4.2. ნელი ნაწილაკებისათვის იპოვეთ ( )klδ   ფაზური წანაცვლებების k -ზე და-

მოკიდებულების სახე და იმსჯელეთ ბორნის მიახლოებაשი ეფექტური რადიუსის 
გაשლის שესაძლებლობის שესახებ.  

4.3. დაადგინეთ, წინა ამოცანაשი როგორ უნდა ეცემოდეს პოტენციალი უსასრუ-

ლობაשი იმისათვის, რომ שესაძლებელი გახდეს მოცემული l   მომენტისათვის  la  

გაფანტვის სიგრძისა და  lr  ურთიერთქმედების ეფექტური რადიუსის שემოღება. 

4.4. უსასრულობაשი, 2;/ >≈ να νrU  ხარისხოვანი დაცემის მქონე პოტენცი-

ალებისათვის, სხვადასხვა  l -ებისათვის,  იპოვეთ ნელი ნაწილაკების ფაზური 
წანაცვლებების დამოკიდებულება.   

4.5.∗ უსასრულობაשი, 2;/ >≈ να νrU  ხარისხოვანი დაცემის მქონე პოტენცი-

ალებისათვის განიხილეთ ეფექტური რადიუსის გაשლის (IV.1) ფორმულის მო-
დიფიკაცია იმ ორბიტალური მომენტებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ   

2

3

2

5 −<≤− νν
l

 
პირობას. მიღებული שედეგები გამოიყენეთ 0=l  მომენტის 

მქონე ნელი ნაწილაკების გაფანტვისათვის, უსასრულობაשი 4/ rU α≈ დაცემის 
მქონე პოტენციალებისათვის. 

მითითება: გამოიყენეთ წინა ორი ამოცანის שედეგები. 

4.6. იპოვეთ გაფანტვის სიგრძე שემდეგი პოტენციალებისათვის: 

ა) ( )




≥
<−

=
Rr

RrU
rU

,0

,0 ;    ბ) ( ) ( )RrRUrU −−= δ0 ;  გ) ( ) RreUrU /
0

−−=  

პოტენციალების პარამეტრების რომელი მნიשვნელობებისათვის ხდება უსასრუ-
ლო გაფანტვის სიგრძე?   

4.7. იპოვეთ გაფანტვის სიგრძე שემდეგი პოტენციალებისათვის: 

           ა) ( ) ( )[ ] 22
0 /1

−
+−= RrUrU ;   ბ) ( ) ( ) 0,/ 0

4
0 >= UrRUrU  

32, ≤<∞→ νr
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პოტენციალების პარამეტრების რომელი მნიשვნელობებისათვის ხდება უსასრუ-
ლო გაფანტვის სიგრძე?   

4.8. იპოვეთ გაფანტვის სიგრძე და გაფანტვის სრული კვეთა ნელი ნაწილაკების 
 :ემდეგ პოტენციურ ველზე გაბნევისასש ეუღწევად ელიფსოიდზე,  ანუש

( )









>++

≥<++∞
=

1,0

,1,

2

2

2

22

2

2

2

22

c

z

b

yx

bc
c

z

b

yx

rU  

სპეციალურად განიხილეთ שემთხვევები bc ≈ და bc >> . 

4.9. წინა ამოცანაשი განიხილეთ cb > -ზე שემთხვევა. 

4.10. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ 0a  გაფანტვის სიგრძე განმზიდავი 

პოტენციალისათვის, რომელიც უსასრულობაשი 4/ raU ≈  კანონით ეცემა.  

4.11. წინა ამოცანის პირობებשი იპოვეთ კვაზიკლასიკური שესწორება გაფანტვის 
სიგრძისათვის, რომელიც დაკავשირებულია პოტენციალის უსასრულობაשი 

გაשლის 





 ++= − ...14

r

b
rU α   მომდევნო წევრთან. 

4.12. 4.10 ამოცანის პირობებשი იპოვეთ კვაზიკლასიკური שესწორება გაფანტვის 
სიგრძისათვის, რომელიც დაკავשირებულია პოტენციალის უსასრულობაשი 

გაשლის 





 ++= − ...1 214

r

b

r

b
rU α   მომდევნო წევრთან. 

4.13. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ 0a  გაფანტვის სიგრძე განმზიდავი 

პოტენციალისათვის, რომელიც უსასრულობაשი ( ) 3;.../1/ >++≈ νν rbraU  

კანონით ეცემა.  

4.14. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ 0a  გაფანტვის სიგრძე განმზიდავი 

პოტენციალისათვის, რომელიც უსასრულობაשი R

r

eUU
−

≈ 0  კანონით ეცემა.  

4.15. უსასრულობაשი 3; >−≈ να
νr

U  ყოფაქცევის 0)( ≤rU  მიზიდვის პოტენ-

ციალისათვის კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ 0a  გაფანტვის სიგრძე. ჩათ-

ვალეთ, რომ მცირე მანძილებზე პოტენციალს 20; <≤≈ βα
βr

U    ყოფაქცევა 

გააჩნია. პოტენციალის პარამეტრების რომელი მნიשვნელობებისათვის ხდება 
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უსასრულო გაფანტვის სიგრძე? ( ) 4−+−= rRU α  და ( ) 222 −+−= rRU α  პო-

ტენციალებისათვის (სადაც 0>R ) იპოვეთ 0a გაფანტვის სიგრძე. 

4.16. გაფანტვის სიგრძისთვის, שეשფოთების თეორიის გამოყენებით მიიღეთ ენე-

რგიის დონის წანაცვლების ფორმულა ნებისმიერი l   მომენტისათვის   )(rUL  
ორსქმედი პოტენციალისათვის, რომელზეც მოქმედებს Srש  რადიუსის მქონე 

მოკლე ქმედების )(rUS  პოტენციალი. ჩათვალეთ, რომ მცირე Srr ≤   მანძი-

ლებზე )(rUL ურთიერთქმედება სუსტია LS
S

L rr
mr

U <<<< ;
2

2
 და განსახილვე-

ლი დონეებისათვის ( )
2

2
0
,

S
ln mr

E
<<  

4.17.∗პოტენციალი წარმოადგენს ძლიერი  Sr   რადიუსის მქონე ( )rUS   მოკლე 

ქმედების და SL rr >>  რადიუსის שორსქმედი ( )rUL  პოტენციალების სუპერპო-

ზიციას; ამასთან ერთად, ( )rUS   პოტენციალი Srr <  მანძილებზე სუსტია: 

( )
2

2

S
L mr
rU

<< . ცნობილია שრედინგერის განტოლების ამონახსნი ( )rUL   პო-

ტენციალისათვის. ამ ამონახსნის საשუალებით ( )rUL  პოტენციალისათვის 

( )1<<Skr  ნელი ნაწილაკების שემთხვევაשი, იპოვეთ ( )S
LδΔ ფაზური წანაცვლება   

( )rUS პოტენციალის გავლენით. გამოსახეთ ( )S
LδΔ , ( )rUS  პოტენციალის ( )S

la

გაფანტვის სიგრძით.    

მითითება: იპოვეთ ( )S
LδΔ ფაზური წანაცვლება שეשფოთების თეორიის გამოყენე-

ბით, ბორნის მიახლოებაשი გამოსახეთ ის მოკლე ქმედების პოტენციალის გაფან-

ტვის სიგრძის საשუალებით და ბოლოს שეცვალეთ ის  ( )rUS   პოტენციალის 

ზუსტი ( )S
la გაფანტვის სიგრძით. 

4.18. რა მოდიფიცირება დასჭირდება რეზერფორდის ფორმულას იმისათვის, რომ 

აღვწეროთ Srr <   მცირე მანძილებზე დამახინჯებულ rZeU /2±=  კულონურ 

ველשი ნაწილაკების გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა? ჩათვალეთ, რომ 

სრულდება שემდეგი პირობები: 1<<Skr  და vZe <<2 . კულონური ველის დამა-

ხინჯება  გამოწვეულია  ( )Sa0  გაფანტვის სიგრძის მქონე  ( )rUS  მოკლე ქმედების 

პოტენციალით.       
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4.19.იპოვეთ la  გაფანტვის სიგრძე  ნებისმიერი l  მომენტისა და שემდეგი პოტენ-

ციალებისათვის: 

ა)  R -რადიუსიანი שეუღწევადი სფერო.  

ბ)   ( ) ( )RrrU −−= αδ       

4.20. იპოვეთ la  გაფანტვის სიგრძე  ნებისმიერი l  მომენტისათვის,   R რადი-

უსის და 0U  სიღრმის პოტენციური ორმოსათვის. 

4.21. აჩვენეთ, რომ 0r  ეფექტური ურთიერთქმედების რადიუსისათვის სამართ-

ლიანია שემდეგი ფორმულა:  

( )
∞













−







+−=

0

2
0

2

0
0 12 drr

a

r
r χ  

სადაც ( )r0χ ,  0=l  და 0=E  მდგომარეობის რადიალური ტალღური ფუნქციაა 

( )00 rR=χ , რომელიც ∞→r  მანძილებზე שემდეგნაირად ნორმირდება: 

( )
0

0 1
a

r
r −=χ , სადაც  0a  გაფანტვის სიგრძეა.   

4.22. ისარგებლეთ წინა ამოცანაשი მიღებული ფორმულით და იპოვეთ  0r   ეფექ-

ტური ურთიერთქმედების რადიუსი   R -რადიუსიანი ა) שეუღწევადი სფეროსა და 

ბ) ( ) ( )RrrU −−= αδ   პოტენციალისათვის მათשი ბმული მდგომარეობების გაჩე-

ნისას ანუ, როცა ∞=0a .      

4.23. აჩვენეთ, რომ 0≠l მდგომარეობებისათვის 0r  ეფექტური ურთიერთქმედე-

ბის რადიუსი ბმული მდგომარეობების გაჩენის მომენტשი ასე გამოითვლება: 

( )[ ]
2

2 1
!!122

l
l C

lr −−= ; ( ) ( )
ll

r
l r

Cr
10 ≈

∞→
χ   და ( ) ( )( )

∞

=
0

20 1drrlχ  

4.24 . იპოვეთ lr  , ( ) ( )RrrU −−= αδ  პოტენციალისათვის.       

4.25. ნელი ნაწილაკებისათვის იპოვეთ ( )k0δ  ფაზური წანაცვლებები და გა-

ფანტვის კვეთა שემდეგ პოტენციურ ველებשი: 

ა)  R -რადიუსიანი שეუღწევადი სფერო.  

ბ)  ( ) ( )RrrU −−= αδ  
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4.26.∗განიხილეთ 0≠l  მომენტის მქონე ნელი ნაწილაკების გაფანტვა 

( ) ( )RrrU −−= αδ   პოტენციალურ ველשი. სპეციალურად განიხილეთ რეზონან-

სული გაფანტვის שემთხვევა, როდესაც არსებობს 32 /mRER <<  მცირე  ბმის 

ენერგიის მქონე კვაზიდისკრეტული მდგომარეობა და იპოვეთ მისი RΓ  სიგანე.    

მითითება: გამოიყენეთ (IV.1) ეფექტური რადიუსის გაשლის ფორმულა.  

4.27. ( )rU0  პოტენციალის პარამეტრები ისე არის שერჩეული, რომ მას გააჩნია 

ბმული მდგომარეობა 0=E  ენერგიით და l  მომენტით (გაფანტვის სიგრძე 
( ) ∞=0
la ). იპოვეთ la  გაფანტვის სიგრძე პოტენციალური ენერგიის ( )rUδ  

მცირე ცვლილებისას.            

4.28. განიხილეთ ნაწილაკის გაფანტვა: 

0
;0

;
)( 0

0 >




>
<−

= V
ar

arV
rV  

პოტენციალისათვის. שემოიღეთ שემდეგი აღნიשვნები: 

2/2 mEk = ; 2
00 /2 mVk = და 2

0
22 kkK += . A 

ა) ნელი ნაწილაკებისათვის ( )1<<ka   გამოთვალეთ 0δ  და 1δ   გაფანტვის ფაზები. 

ბ) იპოვეთ ნელი ნაწილაკებისათვის  არარეზონანსული გაფანტვის Tσ  სრული 

კვეთა, როცა 1<<ka  და 101 <<<<δδ . 

4.29. ისარგებლეთ წინა ამოცანის שედეგებით და s და p  ტალღებისათვის იპოვეთ 
პირობები, როდესაც ხდება რეზონანსული გაფანტვები. 

4.30.∗ ამოცანაზე დაყრდნობით იპოვეთ 
Ωd
dσ

 დიფერენციალური კვეთა s  ტალ-

ღოვანი რეზონანსული გაფანტვისათვის ( )0,1 =<< lka .  

4.31.∗წინა ამოცანაზე დაყრდნობით იპოვეთ 
Ωd
dσ

 დიფერენციალური კვეთა p  

ტალღოვანი რეზონანსული გაფანტვისათვის ( )1,1 =<< lka .  

4.32.∗ განიხილეთ ნაწილაკის გაფანტვა:    

                                                    0
;0

;
)( 0

0 >




>
<−

= V
ar

arV
rV   

პოტენციალისათვის. იპოვეთ კავשირი 0V , a  და m  პარამეტრებს שორის, როდე-

საც ნულოვან ენერგიაზე სრული კვეთა ნულისკენ მიისწრაფვის. 
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მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ ნულოვან ენერგიაზე მნიשვნელოვანია მხო-
ლოდ 0=l  პარციალური ტალღები. 

4.33.განიხილეთ პოტენციალი: 

                                            




>
<

=
0

00

;0

;
)(

rr

rrV
rV

 

სადაც 0V -ს ორივე ნიשანი שეიძლება ჰქონდეს. აჩვენეთ, რომ 
m

k
EV

2

22

0

=<<  და 

10 <<kr
 პირობებשი გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა იზოტროპულია, ხოლო 

გაფანტვის სრული კვეთა მოიცემა ფორმულით: 

                                           
4

6
0

2
0

2

9

16



rVm
tot 






= πσ  

4.34. აჩვენეთ, რომ წინა ამოცანაשი დიფერენციალური კვეთა שეიძლება שემდეგი 
სახით ჩაიწეროს: 

                                                    θσ
cosBA

d

d +=
Ω

 

და მიიღეთ მიახლოებითი გამოსახულება AB /  .ეფარდებისათვისש 

4.35. იპოვეთ  a  რადიუსისა და 0U   სიღრმის სწორკუთხა სფერულ ორმოზე ნე-

ლი ნაწილაკების გაფანტვის კვეთა.  

4.36. იპოვეთ   a  რადიუსისა და  0U  სიმაღლის სწორკუთხა სფერულ ჯებირზე 

ნელი ნაწილაკების გაფანტვის კვეთა. 

4.37. იპოვეთ ნელი ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა იმ ველשი, რომელიც 

დიდ მანძილებზე ასეთი სახით ეცემა: 32,/ ≤<= nrU nβ .   

4.38.∗იპოვეთ 3,0,/ >>= nrU n αα  პოტენციალურ ველשი ნელი ნაწილაკების 

გაფანტვის ამპლიტუდა. 

მითითება: 0=l  მდგომარეობისათვის שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ 

rϕχ = , ( )
2

2

2

2 −









−

=
n

xn
r

γ
ჩასმა და ϕ  ფუნქციისათვის მიიღეთ ბესელის ფუნ-

ქციის განტოლება. 

4.39.∗იპოვეთ 0;)( 00 >−=
−
UeUrU a

r

 პოტენციალურ ველשი ნელი ნაწილაკების 

გაფანტვის ამპლიტუდა. 
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მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი שემოიღეთ ახალი ცვლადი 


02

2
;2

mU
eax a

r

==
−

λλ
 
 და მიიღეთ ბესელის ფუნქციის განტოლება. 

4.40. ცენტრალური სიმეტრიის ველשი ნაწილაკის მოძრაობისას იპოვეთ ნელი 
ნაწილაკების გაფანტვის ამპლიტუდა שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი. 

4.41. დაადგინეთ ნელი ნაწილაკებისათვის გაფანტვის ამპლიტუდის ენერგიაზე 
დამოკიდებულების სახე ორგანზომილებიან שემთხვევაשი და იპოვეთ გაფანტვის 
სრული განივკვეთი. 

4.42. გამოსახეთ ar ≈ ი   ურთიერთქმედების  0rשიდა“ არეש„   ეფექტური რადი-

უსი ბმული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციით ( )ε=E  .  

4.43. იპოვეთ   გაფანტვის lδ ფაზის ცვლილება )(rU  ველის ვარირებისას.  

4.44. იპოვეთ  a  გაფანტვის სიგრძე და ურთიერთქმედების 0r   ეფექტური რადი-

უსი R  რადიუსისა და 0U   სიღრმის სწორკუთხა სფერული ორმოსათვის, რომელ-

საც გააჩნია ნულთან ახლოს მდებარე ერთადერთი დისკრეტული დონე. 

4.45.გამოსახეთ 
a

dr
0

2χ  ინტეგრალი  s  მდგომარეობის  ტალღური ფუნქციის 

კვადრატიდან  ( )rU ველის  ( )k0δ ფაზით, რომელიც მხოლოდ   a  რადიუსის 

სფეროს שიგნით არის ნულისაგან განსხვავებული.  

4.46. აჩვენეთ, რომ მცირე ენერგიებზე სამართლიანია שემდეგი ფორმულა: 

2
00 2

11
kr

a
kctg +−=δ  

სადაც a   გაფანტვის სიგრძეა, ხოლო  0r  ურთიერთქმედების ეფექტური რადიუ-

სია. 

4.47.                       





>
<−

=
0

00

;0

;
)(

rr

rrV
rV  

პოტენციალისათვის 0rr =  წერტილשი სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით 

მიიღეთ 

2
00 2

11
kr

a
kctg +−=δ  

ფორმულა.   



36 

4.48.∗ მცირე ენერგიებზე 0=l -თვის იპოვეთ გაფანტვის კვეთა 

( )
rchm

rV
α

λλα
2

22 1

2
)(

−−= 
 

მოდიფიცირებულ პაשენ-ტალერის პოტენციალზე.  

მითითება: xchy α2=  და ( )yvyu 2

λ

=  ჩასმებით v  ფუნქციისათვის მიიღეთ 
ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლება. 

4.49.∗ იპოვეთ ნელი ნაწილაკების ( )1/ 2 <<akμ  გაფანტვის ფაზური წანაცვლე-

ბები და სრული კვეთები 

3r

a
V =  

ველისათვის.          
მითითება: ისარგებლეთ (II.5) ფორმულით.          

4.50.∗იპოვეთ ნელი ნაწილაკების ( )1<<ka  გაფანტვის ფაზური წანაცვლებები და 

სრული კვეთები 

arVrV /cosh)( 2
0

−−=  

ველისათვის.   
მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ שემდეგი ჩასმები: 

( )118
4

1
;cosh 22

0

2

−+=





=Ψ −

−

aVu
a

r μλ
λ

 და u  ფუნქციისათვის განტო-

ლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლებაზე.              

4.51.∗იპოვეთ ნელი ნაწილაკების ( )1<<ka  გაფანტვის ფაზური წანაცვლებები  

0;/cosh)( 0
2

0 >= − VarVrV  

ველისათვის.    
მითითება: მოახდინეთ წინა ამოცანაשი ჩატარებული გარდაქმნების ანალოგიური 
გარდაქმნები.               
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თავი 5. სწრაფი ნაწილაკების გაფანტვა. ეიკონალის და 
კვაზიკლასიკური მიახლოებები 

სწრაფი ნაწილაკების გაფანტვისას, როდესაც სრულდება პირობები 1>>kR  

და ( )rUE
>> , ამპლიტუდისათვის ყველაზე უფრო მნიשვნელოვანი გაფანტვის 

მცირე kR/1≤θ  კუთხეებისათვის სამართლიანია ეიკონალის მიახლოება: 

( ) ( )[ ] ⊥−
⊥ −= ρρ

π
ρ  

2
0 1

2
, deS

i

k
qkf qi                              (V.1) 

სადაც ⊥q


არის მდგენელი 0k


 დაცემული ნაწილაკების იმპულსის მართობი მი-

მართულებით. ამასთან,  2/, 2θθ kqkqq II ≈≈≈⊥   

და                         ( ) ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−== dzzU
v

eS i ,
2

1
,2 ρρδρ ρδ 


                            (V.2) 

ოპტიკური თეორემის გამოყენებით, (V.1)-დან სრული კვეთისათვის მიიღება 
ფორმულა: 

( ) ( )( ) −= ρρδσ  22cos12 dE .                                      (V.3) 

ცენტრალური პოტენციალებისათვის (V.2) გამოსახულება ( )ρδ -თვის ემთხ-

ვევა კვაზიკლასიკურ გამოსახულებას, ხოლო (V.1) ფორმულა שემდეგნაირად שე-
იძლება ჩაიწეროს: 

( ) ( )( ) ( )
∞

−=
0

0
21, ρρρθθ ρδ dkJeikkf i                               (V.4) 

სადაც ( )zJ0  ბესელის ფუნქციაა. 

კვაზიკლასიკურ (WKB) მიახლოებაשი:  

( ) ( ) ( )

∞

−





 ++













−+−−=
0

02

2

2
2

2

1

2

12/12
krldrk

r

l
rU

m
kkWKB

l πδ


      (V.5) 

სადაც 0r  მობრუნების წერტილია. ( ) ErU <<  ი (V.5) გამოსახულებაשემთხვევაש

მარტივდება: 

( ) ( )
( )

∞ +=
+−

−=
0

2/1
;

/2/1
0

2222
r

WKB
l k

l
r

rlk

drrmU
k


δ                     (V.6) 



38 

5.1.აჩვენეთ, რომ 1>>kR  სწრაფი ნაწილაკების სრული კვეთა R   რადიუსის პო-

ტენციალისათვის שეიძლება  გამოითვალოს שემდეგი ფორმულის საשუალებით:  

( ) ( ) 
∞ ∞

∞− 



















+−=

0

22
2

cos14 ρρρπσ ddzzU
k

m
E


 

ამასთან, იგულისხმება, რომ ამ ფორმულის სამართლიანობისათვის არ არის სა-

ვალდებულო ( )rUE >>  პირობის שესრულება, რაც აუცილებელია ეიკონალის 

მიახლოების გამოსაყენებლად.  
5.2. წინა ამოცანაשი მიღებული שედეგები გამოიყენეთ პოტენციალურ ბარიერზე 
(ან ორმოზე): 





<
>

=
RrU

Rr
U

;

;0

0

 

ნაწილაკების კვეთის გამოსათვლელად.     

5.3. იპოვეთ 0=l  მდგომარეობაשი 

0
;0

;
)( 0

0 >




>
<−

= V
ar

arV
rV

 

პოტენციალზე დიდი ენერგიის ნაწილაკის გაფანტვის ამპლიტუდა.   

5.4. წინა ამოცანის  שედეგი მიიღეთ ბორნის მიახლოებაשი.

 

5.5. 0,2;/)( >>= ανα νrrU  პოტენციალურ ველשი მიიღეთ ნაწილაკების სრუ-

ლი გაფანტვის კვეთა ∞→E  ენერგიებისათვის. 

5.6. განიხილეთ שემდეგი პოტენციალი: 

R

r

eEgU
−

= )(  

სადაც ( )
n

E

E
gEg 








=

0
0 . აჩვენეთ, რომ ენერგიის ზრდისას ∞→E  სამართ-

ლიანია שემდეგი שეზღუდვა სრულ კვეთაზე:     

( ) 







≤

0

2
0 ln

E

E
E σσ

 

5.7.∗იპოვეთ ეიკონალის მიახლოებაשი 
r

U
α=   კულონურ ველზე ნაწილაკების 

გაფანტვისას გაფანტვის ამპლიტუდა და დიფერენციალური კვეთა 1>>
v

α
 

ზღვრულ שემთხვევაשი.   
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მითითება:ამპლიტუდის გამოთვლისას ჩათვალეთ, რომ კულონური პოტენციალი 

„ჩამოჭრილია“ დიდ R მანძილებზე, ანუ დაუשვით, რომ 0=U , როცა Rr >  და 
გამოიყენეთ (V.2) ფორმულა. 
5.8. ეიკონალის მიახლოებაשი გამოსახეთ ნაწილაკების ორ ცენტრზე გაფანტვის 

ამპლიტუდა ერთ )(0 rU  ცენტრზე გაფანტვის 0f   ამპლიტუდით. ცენტრები ერთ-

მანეთისგან დაשორებულია a


 მანძილით, ანუ პოტენციალს שემდეგი სახე აქვს: 

( ) ( )2/2/0 ararUrU
 ++−=  . 

5.9. წინა ამოცანაשი მიღებული שედეგი გამოიყენეთ ორ სუსტად დაკავשირებულ 
ცენტრზე (დეიტრონის მსგავსი) გაფანტვის სრული კვეთის დასათვლელად, 
როდესაც სისტემის მახასიათებელი ზომა გაცილებით დიდია დამცემი ნაწილაკის 
ცალკეულ ცენტრთან ურთიერთქმედების რადიუსთან שედარებით. 

5.10. აჩვენეთ, რომ სწრაფი ელექტრონების წყალბადის ატომის ძირითად მდგო-
მარეობაზე გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა (უგულებელყავით ნაწილაკების 
იგივურობის ეფექტი) მოიცემა ფორმულით: 

( )[ ]
2

22
0

44

42

4

16
1

4













+
−








=

Ω qaq

em

d

d



σ

 
5.11. განაზოგადეთ ეიკონალის მიახლოება გაცვლითი ურთიერთქმედების שემთხ-

ვევაשი, როდესაც ( ) ( ) ( )rrUrUexc

 −Ψ≡Ψˆ . რა კავשირია გაცვლითი და ჩვეულებ-

რივი პოტენციალების გაფანტვის სრულ კვეთებს שორის? 

5.12.∗ R -რადიუსიან, აბსოლუტურად שეუღწევად სფეროზე, 1>>kR სწრაფი ნა-
წილაკების გაფანტვისას, იპოვეთ ამპლიტუდა და დიფერენციალური კვეთა მცი-

რე კუთხეებზე გაფანტვის שემთხვევაשი, როცა 1≤θkR .  

მითითება: გამოთვლებისათვის გამოიყენეთ ფაზური წანაცვლების კვაზიკლასი-
კური მიახლოების ამ თავის שესავალი ნაწილის  (V.6) ფორმულა. 

5.13. R -რადიუსიან, აბსოლუტურად שეუღწევად სფეროზე, 1>>kR  სწრაფი ნა-
წილაკების გაფანტვისას, იპოვეთ ამპლიტუდა და დიფერენციალური კვეთა 

( ) 3/1−>> kRθ კუთხეებისათვის. 

5.14. იპოვეთ გაფანტვის სრული კვეთა a  რადიუსისა და 0U  სიღრმის სწორკუთ-

ხა სფერული ორმოსათვის, როცა სრულდება პირობა 
m

k
U

22

0

<<  . 

15.15. იპოვეთ გაფანტვის სრული კვეთა 
2

2

0
a

r

eUU
−

= პოტენციალისათვის, როცა 

m

k
U

22

0

<< . 
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15.16.∗იპოვეთ a  რადიუსის მქონე ცილინდრულ არეשი მოქცეულ მაგნიტურ ველ-
ზე ელექტრონების მცირე კუთხეებზე გაფანტვის კვეთა. 

მითითება: დაუשვით, რომ მაგნიტური ველი მიმართულია  yღერძის გასწვრივ, 
რომელიც ცილინდრული არის ღერძს ემთხვევა, ხოლო ელექტრონები ეცემა z
ღერძის გასწვრივ. მაשინ გაფანტვის სურათი არ არის დამოკიდებული y კოორ-
დინატაზე და ამოცანა დადის xz  სიბრტყეשი მოძრაობაზე. ამიტომ ისარგებლეთ 
ამ თავის שესავალი ნაწილის (V.1) ფორმულით. 

5.17.∗გამოთვალეთ კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი ( )klδ  ფაზური წანაცვლებები 

დიდ მანძილებზე  ( ) 2; >≈ − nrrV n   ყოფაქცევის პოტენციალისათვის.  

მითითება: გამოიყენეთ მეორე თავის שესავალი ნაწილის  (V.6) ფორმულა. 
 
 

5.18.∗ იპოვეთ წინა ამოცანის პირობებשი კვაზიკლასიკური გაფანტვის სრული 
კვეთა 

 
მითითება: II თავის שესავალი ნაწილის (II.3)  ფორმულაשი ჯამი שეცვალეთ ინ-

ტეგრალით და მიღებულ ინტეგრალשი ჩაატარეთ  ნაწილობითი ინტეგრაცია. 

5.19.∗ იპოვეთ გაფანტვის კუთხური განაწილება, როგორც  kl /=ρ სამიზნე მან-

ძილის ფუნქცია, კლასიკური გაფანტვის  კუთხის ( )ρθ  ექსტრემალური წერტი-

ლის მახლობლად.   

მითითება: გაფანტვის ამპლიტუდის გამოთვლისას მიღებული ინტეგრალი დაიყ-

ვანეთ ეირის ( )xΦ  ფუნქციებზე. 

5.20.∗ იპოვეთ კვაზიკლასიკური გაფანტვის კუთხური განაწილება მცირე კუთხე-

ებზე, თუ  θ  კლასიკური გადახრის კუთხე ნული ხდება სამიზნე პარამეტრის   

kl /0=ρ
 გარკვეულ სასრულო მნიשვნელობაზე.   

მითითება: ამ ამოცანაשი კვაზიკლასიკურობა ნიשნავს, რომ 10 >>l  და 1
0
>>lδ . 

ამიტომ გაფანტვაשი მნიשვნელოვანია 0l -თან ახლოს მყოფი l -ები და მცირე 

0lll −=′ -ებისათვის שეიძლება დაიწეროს: 2

20
lll ′+≈ βδδ . 

5.21.∗აჩვენეთ, რომ კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი ( )klδ   ფაზა მოიცემა שემდეგი 

ფორმულით:  

( ) ( ) ( ) ( )











+−−+−−=   −−

∞→

R

a

R

a
R

l drrlkdrrlrUkk
0

222222 2/12/1limδ  

სადაც ინტეგრების ქვედა ზღვრები ინტეგრალქვეשა ფუნქციების ნულებია.   
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მითითება: გამოიყენეთ მეორე თავის שესავალი ნაწილის  (V.5) ფორმულა. 
 
 

5.22.∗ იპოვეთ a   რადიუსის მქონე აბსოლუტურად שეუღწევად სფეროზე სწრაფი 
ნაწილაკების  დრეკადი  გაფანტვის სრული კვეთა.   

მითითება: გამოიყენეთ სასაზღვრო პირობა ტალღური ფუნქციისათვის ( ) 0=alχ  
და ( )xJ P  ბესელის ფუნქციების ასიმპტოტური ყოფაქცევის ფორმულები არგუ-
მენტის დიდი მნიשვნელობებისათვის. 
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თავი 6. სპინის მქონე ნაწილაკების გაფანტვა 

არანულოვანი სპინის მქონე ნაწილაკების გაფანტვისას (როდესაც ურთიერთ-
ქმედება სპინზეა დამოკიდებული), გაფანტვის ამპლიტუდა მატრიცას წარმოად-

გენს. მისი მატრიცული ელემენტები if fχχ ˆ∗

 
განსაზღვრავენ გაფანტვის ამპლი-

ტუდას საწყისი სპინური მდგომარეობიდან, რომელიც აღიწერება iχ  სპინური 

ფუნქციით, საბოლოო მდგომარეობაשი კი – fχ სპინური ფუნქციით. ნახევარსპი-

ნიანი ნაწილაკების უსპინო ნაწილაკებზე გაფანტვისას (იმ ურთიერთქმედებები-
სათვის, რომლებიც ლუწობას ინახავს): 

( ) ( ) [ ]
[ ]kk
kk

kiBkAf 




0

0,ˆ,,ˆ =+= νσνθθ                            (VI.1) 

გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა (აჯამული გაფანტული ნაწილაკების 
სხვადასხვა სპინური მდგომარეობით) שემდეგი ფორმულით მოიცემა: 

( ) 0

22
Im2 PvABBA

d

d ∗++=
Ω
σ

                             (VI.2) 

სადაც ii sP χχ ˆ20


∗= - ნაწილაკების პოლარიზაციის ვექტორია საწყის (დაჯახებამ-

დე) მდგომარეობაשი. გაფანტული ნაწილაკების პოლარიზაციული მდგომარეობა 

დამოკიდებულია სისტემაשი ურთიერთქმედების ხასიათზე და საწყის  0P


პოლარი-

ზაციაზე. თუ დაჯახებამდე ნაწილაკები არ იყვნენ პოლარიზებული ( )00 =P


, მა-

 :ემდეგი ფორმულით მოიცემაש ემდეგ პოლარიზაციის ვექტორიש ინ დაჯახებისש

( )
v

BA

AB
P


22

Im2

+
=

∗

                                          (VI.3) 

ცენტრალური სიმეტრიის მქონე პოტენციალებისათვის, (VI.1) ფორმულაשი שე-

მავალი Aდა B სიდიდეებისათვის, პარციალურ ტალღებად გვაქვს שემდეგი გაש-
ლები:  

( ) { }( ) { }( )[ ] ( )
∞

=

−+ −+−+=
0

cos12exp12exp1
2

1

l
lll Pilil

ik
A θδδ           (VI.4) 

{ } { }( ) ( )
∞

=

−+ ′−=
0

cossin2exp2exp
2

1

l
lll Pii

ik
B θθδδ                           (VI.5) 

სადაც ±
lδ ფაზური წანაცვლებებია (რადიალურ ტალღურ ფუნქციებשი) იმ მდგო-

მარეობებისათვის, რომლებიც ხასიათდება განსაზღვრული ორბიტალური l  მო-

მენტით და  2/1±= lj  სრული მომენტით. 
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6.1. 2/1=s  სპინის მქონე ნაწილაკის გარეשე ველთან ურთიერთქმედების ოპე-
რატორს שემდეგი სახე აქვს: 

                                               ( ) ( ) lrUrUU
ˆˆ

10

σ+=  

განიხილეთ გაფანტვა ბორნის მიახლოებაשი. როგორ არის გაფანტვის სრული 
კვეთა ენერგიაზე დამოკიდებული?  

6.2. გამოიყენეთ წინა ამოცანის שედეგი და ელექტრონის ბირთვის   rZeU /2
0 −=

 
კულონურ ველשი გაფანტვისას იპოვეთ გაფანტვის ამპლიტუდის სპინზე დამოკი-
დებული ნაწილი. გაითვალისწინეთ, რომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება 

  :ემდეგი გამოსახულებით მოიცემაש
r

U

rcm
U

∂
∂= 0

22

2

1 4


. 

6.3. იპოვეთ სწრაფი ნეიტრონების კულონურ ველשი გაფანტვის ამპლიტუდა და 
დიფერენციალური კვეთა ბორნის მიახლოებაשი. 

6.4. რა שეზღუდვებს ადებს ჰამილტონიანის ერმიტულობა 2/1=s  სპინის მქონე 

ნაწილაკის გარეשე ველთან ( ) σ̂ˆ)(ˆ
10


lrUrUU +=   ურთიერთქმედებას? ბორნის 

პირველ მიახლოებაשი როგორია გაფანტული ნაწილაკების პოლარიზაცია, თუ 
ისინი თავდაპირველად არაპოლარიზებულნი იყვნენ? 

6.5. აჩვენეთ, რომ, თუ წინა 6.4. ამოცანაשი დაჯახებამდე ნაწილაკები პოლარიზებუ-
ლი იყვნენ, დაჯახების שედეგად პოლარიზაციის ვექტორი მხოლოდ მობრუნდება. 

6.6.∗იპოვეთ პოლარიზაცია, რომელიც წარმოიქმნება სწრაფი 1
2

<<
v

Ze


არაპოლა-

რიზებული ელექტრონების ბირთვის კულონურ ველზე გაფანტვისას. როგორია 
პოლარიზაცია პოზიტრონების გაფანტვისას? 

მითითება: სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება მითითებულია 6.1 ამოცანაשი. 

) ი ჯერ განიხილეთשფოთების თეორიის მეორე რიგשეש ) R

r

e
r

Ze
rU

−
−=

2

0  კულო-

ნური პოტენციალი და საბოლოო שედეგשი გადადით ∞→R  ზღვარზე. 

6.7. 2/1=s  სპინის მქონე ნაწილაკის გარეשე ველთან  ურთიერთქმედებას ასეთი 

სახე აქვს: ( ) σ̂ˆ)(ˆ
10


lrUrUU += . იპოვეთ  ±

lδ ფაზური წანაცვლებები ბორნის და 

კვაზიკლასიკურ მიახლოებებשი. 

6.8. 2/1=s  სპინის მქონე ნაწილაკის გარეשე ველთან ურთიერთქმედებას 

± ემდეგი სახე აქვს: . იპოვეთש
lδ  ფაზური წანაცვლებები 

ეიკონალის მიახლოებაשი. 

( ) σ̂ˆ)(ˆ
10


lrUrUU +=
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6.9. უსპინო ნაწილაკი იფანტება სივრცეשი მოთავსებულ ორ ერთნაირ  2/1=s  
სპინის მქონე ცენტრზე. ურთიერთქმედებას ცალკეულ ცენტრებთან שემდეგი 

სახე აქვს: ( ) σ̂ˆ)(ˆ
10


lrUrUU += . ბორნის მიახლოებაשი არაპოლარიზებული ცენ-

ტრებისათვის ( )0=nP


 გამოიკვლიეთ გაფანტვის ამპლიტუდა და დიფერენცი-

ალური კვეთა. 

6.10. სპინის მქონე ნაწილაკების გაფანტვისათვის განაზოგადეთ ოპტიკური თე-
ორემა. 

6.11. ორი ნახევარსპინიანი იგივური ნაწილაკის ურთიერთქმედების პოტენციალია: 

)1)(()( 21σσ
+= rVrU  

სადაც iσ  პაულის მატრიცებია და 1 ერთეულოვანი ოპერატორია სპინურ სივრ-

ცეשი, ხოლო )(rV -ს  ასეთი სახე აქვს: 

( )








>

<−
=

Rr

Rr
rrV

;0

;
4 2

2

μ


      
2

m=μ  

ა) რას მოგვცემს )1( 21σσ
+   სპინური ოპერატორის მოქმედება სინგლეტურ და 

ტრიპლეტურ მდგომარეობებზე? 

ბ) განიხილეთ ამ ნაწილაკების დაბალ ენერგიებზე გაფანტვა )/2(1 2EkkR μ=<< , 

როდესაც სრული სპინი 0=s . იპოვეთ გაფანტვის ფაზები და სრული კვეთა.  

6.12. წინა ამოცანაשი განიხილეთ ნაწილაკების დაბალ ენერგიებზე გაფანტვა 

2/2(1 EkkR μ=<< , როდესაც სრული სპინი 1=s .  

ა) იპოვეთ გაფანტვის ფაზები და სრული კვეთა. 

ბ) იპოვეთ არაპოლარიზებული ნაკადის სრული კვეთა.   

6.13. იპოვეთ ნახევარსპინიანი ნაწილაკების ნულოვანი სპინის ნაწილაკებზე 
გაფანტვის שემდეგ პოლარიზაცია, თუ გაფანტვამდე პოლარიზაცია ნულისაგან 
განსხვავებული იყო. 

6.14.∗განიხილეთ არაპოლარიზებული ნეიტრონების ერთმანეთზე გაფანტვა, 
როდესაც მათი ურთიერთქმედების პოტენციალი მოიცემა ფორმულით: 





>
≤

=
ar

arV
rV

,0

,,
)( 021σσ 

 

სადაც 1σ


და 2σ


ნეიტრონების სპინების პაულის მატრიცებია. გამოთვალეთ 

გაფანტვის სრული კვეთა. 
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მითითება: გამოიყენეთ ფაქტი, რომ მცირე ენერგიებზე გაფანტვისას ძირითადი 
წვლილი მოდის 0=l  მდგომარეობიდან. 

6.15.∗განიხილეთ იგივური ნაწილაკების გაფანტვა )(rU  პოტენციალით. იპოვეთ 

გაფანტვის ეფექტური კვეთა მოკლე ქმედების რადიუსის მქონე პოტენციალურ 
ველზე ნელი იგივური ნაწილაკების გაფანტვისას. 

მითითება: გამოიყენეთ ფაქტი, რომ იგივური ნაწილაკებისათვის,  დამოუკიდებ-
ლად იმისა, ნაწილაკების სპინი მთელია თუ არა, ლუწ ჯამურ სპინს שეესაბამება 
სიმეტრიული ორბიტალური ტალღური ფუნქცია, ხოლო კენტ სპინს – ანტისიმეტ-
რიული ტალღური ფუნქცია. 

6.16.∗ იპოვეთ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა ელექტრონის ელექტრონზე 
და α ნაწილაკის α ნაწილაკზე გაბნევისას.  

მითითება:გამოიყენეთ კულონური გაფანტვის ამპლიტუდის ფორმულა: 

( )
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22
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და წინა ამოცანის שედეგები. 

6.17.∗ ბორნის მიახლოებაשი გამოთვალეთ ნეიტრონ-ნეიტრონის გაფანტვის სრუ-
ლი კვეთა. ჩათვალეთ, რომ ტრიპლეტურ მდგომარეობაשი არ გვაქვს გაფანტვა, 

ხოლო სინგლეტურ მდგომარეობაשი მოქმედებს იუკავას 
r

e
VrV

rμ−

= 0)( პოტენ-

ციალი და ნეიტრონები არაპოლარიზებული არიან. 
მითითება: ისარგებლეთ  I თავის שესავალი ნაწილის (I.8) ფორმულით. 
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თავი 7. გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზური თვისებები. 
შედგენილი ნაწილაკების გაფანტვა. 
არადრეკადი გაფანტვები 

გაფანტვის პროცესების ამპლიტუდებს გარკვეული ანალიზური და უნიტა-

რობის თვისებები გააჩნიათ. კერძოდ, ( )rU  პოტენციალურ ველשი გაფანტვის ამ-

პლიტუდისათვის  სამართლიანია  უნიტარობის שემდეგი პირობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) Ω′′=− ∗∗ dkkfkkf
ik

kkfkkf


,,
2

,, 000 π
                  (VII.1) 

საიდანაც 0kk


= -שი მიიღება (II.4) ოპტიკური თეორემა. უნდა აღინიשემთხვევაש 

ნოს, რომ (VII.1) S  მატრიცის უნიტარობის שედეგია. ასევე გამოიყურება უნიტარ-
ობის პირობა שედგენილი ნაწილაკების გაფანტვისას, მაგრამ მხოლოდ იმ שემთხ-
ვევისათვის, როდესაც שეუძლებელია არადრეკადი პროცესების განხორციელება. 

გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზური თვისებების გამოხატულებაა დისპერ-
სიული თანაფარდობები. ყველაზე მარტივი ანალიზური თვისებები გააჩნია გაფა-

ნტვის ამპლიტუდას ცენტრალური სიმეტრიის მქონე პოტენციალისათვის 0=θ  
კუთხეზე (თუ განვიხილავთ გაფანტვის ამპლიტუდას, როგორც ენერგიის ფუნქ-

ციას E კომპლექსურ სივრცეשი). ის აკმაყოფილებს (ფიზიკურ ფურცელზე) שემ-
დეგ დისპერსიულ თანაფარდობას: 

( ) ( ) ( ) 
∞

′
−′
′
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+=
n n

nB Ed
EE
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fEf
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0,Im1
00,

π
                   (VII.2) 

სადაც ( )0Bf  – ბორნის ამპლიტუდაა, ხოლო აჯამვა მიმდინარეობს დისკრეტული 

სპექტრის ყველა დონით (რომელიც მოცემულ პოტენციალს გააჩნია) და ნაשთი 
 :ემდეგი ფორმულით მოიცემაש იשესაბამის პოლუსש

( ) ( )
m

A
ld n
n

l
n

n

2
121

22
+−−=                                (VII.3) 

სადაც nA  ნორმირების კოეფიციენტი განისაზღვრება ბმული მდგომარეობის რა-

დიალური ფუნქციის ასიმპტოტიკით დიდ მანძილებზე { }rArR nn
r

λ−≈
→

exp
0

 და                

nl  მომენტით.    

7.1. გამოიკვლიეთ ნულოვანი რადიუსის პოტენციალზე გაფანტვის ამპლიტუდის 
ანალიზური თვისებები და დისპერსიული თანაფარდობები. განიხილეთ ბმული 
მდგომარეობების როგორც არსებობის, ასევე არარსებობის שემთხვევები. 
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7.2. გამოიყენეთ დისპერსიული თანაფარდობა და აჩვენეთ, რომ  ( ) 0>rU
განზიდვის პოტენციალისათვის ნაწილაკების კვეთისათვის სრულდება שემდეგი 
უტოლობა: 

( ) ( ) 
∞ ∞

≈
0 0

22 2
4 drrrU

m
dE

E

E


πσ

 

7.3. აჩვენეთ, რომ მიზიდვის ( ) 0≤rU  პოტენციალზე გაფანტვისას სამართლი-

ანია שემდეგი თანაფარდობა: 

( ) ( )
∞

≈
0

2

0
2 σππσ
m

dE
E

E 
 

ამასთან, არასაკმარისი  სიღრმის გამო, არ არსებობს ბმული მდგომარეობები; ამ 

ფორმულაשი ( ) 2
040 aπσ =   გაფანტვის კვეთაა  0=E  ნულოვანი ენერგიისათვის. 

7.4. იმის გათვალისწინებით, რომ, როცა 10 >>≡≥ kRLl , პარციალური ტალღე-

ბისათვის ურთიერთქმედება ძალზე მცირეა, მაღალი ენერგიების მქონე უსპინო 
ნაწილაკების სხვადასხვა კუთხეზე გაფანტვებისათვის მიიღეთ ზემოდან שეზ-
ღუდვა გაფანტვის ამპლიტუდის სიდიდისათვის. 

7.5. წინა, 7.4 ამოცანის პირობებשი მიიღეთ ქვემოდან שეზღუდვა სწრაფი ნაწი-

ლაკების elσ  დრეკადი გაფანტვის კვეთაზე გაფანტვის totσ  სრული კვეთის მო-

ცემული მნიשვნელობისათვის. 

7.6. მაღალი ენერგიებისათვის იპოვეთ ზემოდან שეზღუდვა დრეკადი წინ გაბნე-

ვის )0( =θ ამპლიტუდის ნამდვილი ნაწილის სიდიდეზე, იმ პირობებשი, როდესაც 

ცნობილია გაბნევის სრული კვეთა და იგულისხმება, რომ ნაწილაკების ურთიერ-

თქმედება R -ზე დიდი მანძილებისათვის ძალზე მცირეა. რა שეზღუდვა ედება 

( )0, =θEf -ს? 

7.7. აჩვენეთ, რომ მაღალ ენერგიებზე სრულდება שემდეგი თანაფარდობა: 

( ) 





=≤−≤
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,Imln
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θ
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qEf

dq

d

q

tot  

სადაც  totσ
 სრული კვეთაა, ხოლო R  ურთიერთქმედების რადიუსია. 

7.8. აჩვენეთ, რომ ეიკონალის მიახლოებაשი გაფანტვის ამპლიტუდა აკმაყოფი-
ლებს უნიტარობის პირობას. 

7.9. აჩვენეთ, რომ ელექტრონის ატომზე (שედგენილ სისტემაზე) დრეკადი გაბნე-
ვის ამპლიტუდა, ბორნის მიახლოებაשი გაცვლითი ურთიერთქმედებების გაუთვა-
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ლისწინებლად, ემთხვევა ელექტრონის სტატისტიკურ ლოკალურ  )(rU პოტენ-

ციალზე გაფანტვის ამპლიტუდას და გაარკვიეთ მისი ფიზიკური აზრი. 

7.10. პოლარიზებული ელექტრონი 2/1+=zs   სპინის პროექციით ეჯახება 

ძირითად მდგომარეობაשი მყოფ წყალბადის ატომს, რომელשიც ელექტრონს 

საწინააღმდეგო  2/1−=zs  სპინის პროექცია  გააჩნია. ბორნის მიახლოებაשი 

იპოვეთ გაფანტვის ამპლიტუდა და კვეთა სპინის „გადაბრუნებით“ (ანუ იმ 

ი, როცა 2/1−=zsשემთხვევაש  აქვს გაფანტულ ელექტრონს, ხოლო  2/1+=zs  

– ატომურ ელექტრონს), როდესაც ატომი ძირითად მდგომარეობაשი რჩება.  

-ეაფასეთ გადამუხტვის კვეთა სწრაფი პოზიტრონის ძირითად მდგომაש ∗.7.11
რეობაשი მყოფი წყალბადის ატომზე დაჯახებისას, ანუ იპოვეთ პოზიტრონიუმის 
(ელექტრონისა და პოზიტრონისაგან שემდგარი წყალბადის მსგავსი სისტემა) 
წარმოქმნის კვეთა.  

მითითება: გადამუხტვის პროცესებისათვის გამოიყენეთ ოპენგეიმერ-ბრინკმან-
კრამერსის (ობკ) მიახლოება, რომელשიც უგულებელყოფილია ბირთვებს שორის 
ურთიერთქმედება (მოცემულ שემთხვევაשი უგულებელყოფილია პოზიტრონის 
ურთიერთქმედება პროტონთან).  

7.12.∗ ბორნის მიახლოებაשი გამოსახეთ ffii BABA +→+  პროცესის ამპლიტუ-

და (ელექტროსტატიკურად ურთიერთქმედი A  და  B -ედგენილი სწრაფი ნაწიש 
ლაკების დაჯახება) ელექტრული ფორმფაქტორების საשუალებით:  

( ) ( ) ( ) { } ( ) ⋅−=
a

BAaafBA
BA

if i
rqieqeF ψψ 

exp . 

წყალბადის ატომისათვის გამოთვალეთ pmsssss 21,21,11 →→→  გადას-

ვლების ფორმფაქტორები. 

მითითება: გამოიყენეთ ფაქტი, რომ ამ პროცესებשი ბორნის მიახლოებაשი გაფან-
ტვის ამლიტუდა שემდეგი ფორმულით მოიცემა: 

i
ba ba

ba
fifij rx

ee
Tf Ψ

−
Ψ−=−= 

,
22 22


 π
μ

π
μ

 

სადაც 
BA

BA

mm

mm

+
=μ  Aდა B  ნაწილაკების დაყვანილი მასაა.  

7.13.∗  იპოვეთ დაჯახებების კვეთები שემდეგი პროცესებისათვის: 

1) ( ) ( ) ( ) ( )sHsHsHsH 1111 +→+  – ერთმანეთზე წყალბადის ატომების დრეკა-

დი გაფანტვა. 
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2) დამუხტული უსტრუქტურო ნაწილაკის (ელექტრონი,მიონი) დაჯახება ძირი-
თად მდგომარეობაשი მყოფ წყალბადის ატომზე, რომელსაც მოჰყვა ატომის აგზ-

ნებულ s2  და p2  მდგომარეობებשი გადასვლა. 

მითითება:გამოიყენეთ წინა ამოცანის שედეგები. 

7.14.∗ იპოვეთ ორნაწილაკოვანი სისტემის ელექტრული ფორმფაქტორის ასიმპ-
ტოტიკა ∞→q -თვის. იგულისხმება, რომ שედგენილი სისტემის წარმომქმნელ 

ურთიერთქმედების პოტენციალის ( )qU~ ფურიე-კომპონენტას ∞→q -თვის 

( ) 1;
~ >∝ − nqqU n  ხარისხოვანი ყოფაქცევა გააჩნია. 

მითითება: ისარგებლეთ იმით, რომ ორნაწილაკოვანი שედგენილი სისტემის 1Ψ
და 2Ψ მდგომარეობებს שორის გადასვლის ელექტრული ფორმფაქტორი שემდეგი 
ფორმულით მოიცემა:  

( ) z
rqirqi

z llneeeellnqeF 1112122221
21
 −−

→ +=                        (1) 

სადაც 2,1e  
ნაწილაკების მუხტებია, ხოლო  სისტემისათვის გადაცემული იმ-

პულსია. 

7.15.∗ იპოვეთ თანაფარდობა ამპლიტუდებსა და დიფერენციალურ კვეთებს 
 იשორის ნეიტრონის პროტონზე დრეკადი და ნეიტრონის ძირითად მდგომარეობაש
მყოფ წყალბადის ატომზე გაფანტვებისას. უგულებელყავით ნეიტრონის მაგნი-
ტური მომენტის ურთიერთქმედება ელექტრონთან. მიუთითეთ მიღებული שედე-
გის გამოყენების პირობები. 

მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ, ბირთვული ძალების მოკლე ქმედების გამო, 
პროტონების და ნეიტრონების ურთიერთქმედების დრო გაცილებით ნაკლებია 
ატომურ დროებთან שედარებით.  

7.16.∗იპოვეთ მძიმე დამუხტული  ნაწილაკების (მაგალითად, პროტონების ან 
იონების) ნულოვანი მომენტის მქონე ნეიტრალურ ატომებზე გაფანტვის სრული 
კვეთა. იგულისხმება, რომ გაფანტული ნაწილაკების სიჩქარე გაცილებით ნაკლე-

ბია ატომური ელექტრონების სიჩქარეებზე, მაგრამ, ამასთანავე, BMaV />> , 

სადაც M ნაწილაკის მასაა. გაფანტვის სრული კვეთისათვის გამოსათვლელად  
გამოიყენეთ კვაზიკლასიკური მიახლოება. 

მითითება: დამუხტული ნაწილაკის ატომთან ურთიერთქმედების პოტენციალურ 

ენერგიას (პოლარიზაციულ პოტენციალს) Bar >>  დიდ მანძილებზე שემდეგი 
სახე აქვს:  

( ) ( ) ( )
4

2

3 2

1

2 r

Ze

r

rdZe
rU β−==



 

სადაც Ze  ნაწილაკის მუხტია, ხოლო β  – ატომის პოლარიზაციულობა. 

q
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7.17.∗ იპოვეთ  მשთანთქმელი („שავ“) R რადიუსის მქონე სფეროზე სწრაფი ნაწი-

ლაკების ( 1>>kR ) გაფანტვის totσ სრული კვეთა, elσ  დრეკადი და inlσ  არადრე-

კადი გაფანტვის კვეთები. 

მითითება: გამოიყენეთ კვაზიკლასიკური მიახლოება და ჩათვალეთ, რომ ყველა 
ნაწილაკი, რომელიც მიაღწევს  სფეროს ზედაპირს, שთაინთქმება ზედაპირის მიერ. 

7.18.∗ როგორც ცნობილია, ელექტრონის პოზიტრონთან ურთიერთქმედების 
 ედეგად ადგილი აქვს ე.წ. ანიჰილაციის მოვლენას ანუ პოზიტრონ-ელექტრონისש
წყვილი გარდაიქმნება ფოტონებად. ამიტომ პოზიტრონიუმის დონეები სიგანეს 
იძენენ, რაც დაკავשირებულია დონეების სასრულო სიცოცხლის ხანგრძლივობას-

თან. იპოვეთ კავשირი პოზიტრონიუმის s  მდგომარეობის დონის nΓ  სიგანესა და 

anihσ   ანიჰილაციის კვეთას שორის. 

მითითება:ანიჰილაციური ურთიერთქმედების რადიუსის სიმცირის გამო,

B
e

anih a
cm

R <<≈ 
-ფოთების თეორია დონეשეש ეიძლება გამოყენებულ იქნესש ,

ების წანაცვლების გაფანტვის სიგრძის და ფაზური წანაცვლების მიხედვით.    

7.19. იგივური ნაწილაკებისაგან שედგენილი სისტემის ტალღური ფუნქცია ნების-
მიერი ორი ნაწილაკის გადასმის მიმართ ბოზონებისათვის სიმეტრიული უნდა 
იყოს, ხოლო ფერმიონებისათვის – ანტისიმეტრიული. ამ ფაქტზე დაყრდნობით 
გამოსახეთ ორი უსპინო ბოზონის დრეკადი გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა 
გაფანტვის ამპლიტუდის საשუალებით.  

7.20. წინა ამოცანის שედეგის განზოგადების საფუძველზე პროტონ-პროტონის 
გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა გამოსახეთ გაფანტვის ამპლიტუდის სა-
  .უალებით. ჩათვალეთ, რომ ურთიერთქმედება სფერული სიმეტრიისააש

7.21. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია ოპტიკური თეორემა:  

( ) ( )0,Im
4

EA
k

Etot

πσ =  

სადაც ( )Etotσ  გაფანტვის სრული კვეთაა, ხოლო  ( )0,EA  დრეკადი გაფანტვის 

ამპლიტუდაა (არადრეკადი არხების არსებობისას) ნულოვან კუთხეზე. 

7.22. აჩვენეთ, რომ მოცემული ( )l
inelσ -თვის დრეკადი გაფანტვის კვეთა ( )l

elσ მოთავ-

სებულია שემდეგ ინტერვალשი: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l
inel

lll
el

l
inel

ll σσσσσσσ ++≤≤−− 0000  

სადაც ( ) ( )122
0 += − lkl πσ . 



51 

7.23. განიხილეთ დრეკადი გაფანტვა არადრეკადი არხების არსებობის პირობებ-
 :ემდეგი ფორმულითש ი, როცა გაფანტვის ამპლიტუდა მოიცემაש

( ) ( ) ( )
∞

=

−+=
0

2

cos
2

1
12,

l
l

i
l P
ik

e
lkf

l

θηθ
δ

 

სადაც ( )klδ და ( )klη ნამდვილი სიდიდეებია და 10 ≤≤ lη . მოცემული პარცი-

ალური ტალღისათვის 
)(l

inelasticσ
 
არადრეკადი სრული გაფანტვის კვეთის საשუალე-

ბით დაადგინეთ ( )l
elasticσ

 სრული დრეკადი გაფანტვის კვეთის ქვედა და ზედა 

ზღვრები.  

7.24. გამოთვალეთ გაფანტვის სრული კვეთა a   რადიუსის აბსოლუტურად მשთა-

ნთქმელ სფეროზე ( 1<<ka ). 

7.25. დაწერეთ שრედინგერის განტოლება eZ  და eZ ′  მუხტების მქონე ნაწილაკი-

სათვის, რომლებიც კულონური პოტენციალით ურთიერთქმედებენ (გამოიყენეთ 
პარაბოლური კოორდინატები). ჩაწერეთ ამონახსნი  שემდეგი სახით: 

( ) ( )ηξηξ ,, veu ikz=  

და აჩვენეთ, რომ ∞→r  ზღვარשი ( )ηξ ,v  ასიმპტოტური ამონახსნი არ არის 

დამოკიდებული  η -ზე.  

7.26. წინა ამოცანაשი: 

ა) გამოსახეთ  ( )ξv   გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების საשუ-

ალებით და იპოვეთ სათავეשი რეგულარული ასიმპტოტური გამოსახულება.  

ბ) იპოვეთ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა და აჩვენეთ, რომ ის ემთხვევა 
რეზერფორდის ფორმულას.                                

7.27. ორი – +He  იონი ერთმანეთზე იფანტება. იონების ბირთვების სპინი ნულია. 
იონებს שორის ურთიერთქმედება კულონური პოტენციალით ხორციელდება.  

ა) მასათა ცენტრის სისტემაשი დაწერეთ გაფანტვის ამპლიტუდა. 

ბ) იპოვეთ გაფანტვის  დიფერენციალური კვეთა, თუ სისტემის სრული სპინი 
ნულია (სინგლეტური მდგომარეობა). 

7.28. ორი  – +He იონი ერთმანეთზე იფანტება. იონების ბირთვების სპინი ნულია. 
იონებს שორის ურთიერთქმედება კულონური პოტენციალით ხორციელდება.  

ა)  იპოვეთ გაფანტვის  დიფერენციალური კვეთა, თუ სისტემის სრული სპინი ერ-
თის ტოლია (ტრიპლეტური მდგომარეობა). 

ბ) იპოვეთ გაფანტვის  დიფერენციალური კვეთა არაპოლარიზებული იონებისათვის. 
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7.29. ნეიტრონები იფანტება მძიმე ბირთვზე ისე, რომ ნეიტრონების ტალღის 

სიგრძე მცირეა ბირთვის a  რადიუსზე ( )1>>ka . ამასთან, ყველა ნეიტრონი, რო-

მელიც ეცემა  0lkal ≡<  (ანუ a
kmv
<== ρ  სამიზნე მანძილით), שთაინთქმება 

ბირთვის მიერ, ხოლო 0ll >  მქონე ნეიტრონები არ ურთიერთქმედებენ ბირთვებ-

თან. იპოვეთ დრეკადი გაბნევის კვეთა მცირე კუთხეებზე.  

7.30. იპოვეთ ნორმალურ მდგომარეობაשი მყოფი წყალბადის ატომებზე სწრაფი 

ელექტრონების არადრეკადი გაფანტვის კუთხური განაწილება ( 21 −>>> vθ  ).   

7.31.∗ იპოვეთ ნორმალურ მდგომარეობაשი მყოფი წყალბადის ატომებზე  ელექტ-

რონების გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა, რომელსაც თან ახლავს n -ური (n 
მთავარი კვანტური რიცხვია) დისკრეტული დონის აღგზნება. 

მითითება:ისარგებლეთ პარაბოლური კოორდინატებით. 

7.32. იპოვეთ წყალბადის ატომის პირველი აღგზნებული დონის აღგზნების სრუ-
ლი კვეთა.   

7.33.∗ იპოვეთ ნორმალურ მდგომარეობაשი მყოფი წყალბადის ატომის იონიზა-
ციის კვეთა გარკვეული მიმართულებით მეორადი ელექტრონის გამოტყორცნი-
სას; მეორადი ელექტრონის ენერგია მცირეა პირველადი ელექტრონის ენერგიას-
თან שედარებით, რის გამოც გაცვლითი ეფექტები უმნიשვნელოა. 

მითითება: კვეთის დათვლის დროს ინტეგრალის აღებისას ისარგებლეთ პარაბო-
ლური კოორდინატებით. 

7.34. იპოვეთ წყალბადის ატომის მიერ ელექტრონის სრული ეფექტური დამუხ-
რუჭება (ატომურ ერთეულებשი); ენერგიის დიდი გადაცემისას, დაჯახებული 
ელექტრონებიდან უფრო სწრაფი ელექტრონი განიხილება, როგორც პირველადი.  

7.35. იპოვეთ ნეიტრონის ბმულ პროტონზე გაბნევის კვეთა (პროტონი განიხი-
ლეთ, როგორც ω  სიხשირის მქონე სივრცული იზოტროპული ოსცილატორი). 

7.36. პროტონზე და ნეიტრონზე გაფანტვის ამპლიტუდების საשუალებით გამო-
სახეთ სწრაფი ნაწილაკის დეიტრონზე დრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდა. 

7.37.∗ განსაზღვრეთ მძიმე მשთანთქავ ბირთვზე სწრაფი დეიტრონის დამოუკიდე-

ბელ ნეიტრონად და პროტონად დაשლის კვეთა; ჩათვალეთ, რომ ბირთვის 0R  რა-

დიუსი გაცილებით დიდია დეიტრონის ტალღის სიგრძეზე ( kkR ,10 >> დეიტრო-

ნის იმპულსია) და დეიტრონის რადიუსზე. 

მითითება: გამოთვლებისას გამოიყენეთ שემდეგი ფორმულა: 

( )
∞

−− =−
0

2 2ln
ξ
ξξξ d

ee  
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7.38. აჩვენეთ, რომ, ზოგად שემთხვევაשი, არადრეკადი დაჯახებებისას  se σσσ +=
 

სრული კვეთა და დრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდა 0=θ  კუთხეზე ერთმანეთ-
თან שემდეგნაირად არიან დაკავשირებული: 

( )0Im
4

f
k

πσ =  

7.39. აჩვენეთ, რომ ჯამი დრეკადი და არადრეკადი გაფანტვის განივკვეთებისა 
ტოლია: 

( )[ ]
∞

=

−+=+=
0

2
Re112

2

l
lcs Sl

k

πσσσ
 

7.40. 1v  სიჩქარის მქონე  1m  მასის ნაწილაკი არადრეკადად იფანტება 2m  მასის 

უძრავ ნაწილაკზე ლაბორატორიულ სისტემაשი (ამასთან, 12 mm > ) და წარმოიქ-

მნება 3m და  4m  მასებით. 

ა) იპოვეთ 3m -ის გაფანტვის კუთხეებს שორის კავשირი ინერციის ცენტრისა და 

ლაბორატორიულ სისტემებשი.  

ბ) იპოვეთ 3m -ის გაფანტვის დიფერენციალურ კვეთებს שორის კავשირი ინერ-

ციის ცენტრისა და ლაბორატორიულ სისტემებשი. 
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ნაწილი II. რელატივისტური კვანტური მექანიკა 

რელატივისტურ არეשი ფიზიკური მოვლენები იმით გამოირჩევა, რომ ნაწი-
ლაკების ურთიერთქმედებისას שესაძლებელი ხდება მათი ურთიერთგარდაქმნა 
(დაბადება და ანიჰილაცია). ამიტომ გარეשე ველשი ერთნაწილაკოვან განხილვას 
გარკვეული שეზღუდვები ედება და კოორდინატულ წარმოდგენაשი აზრს კარგავს 
ტალღური ფუნქციის ჩვეულებრივი კვანტურ-მექანიკური გაგება. მართლაც, 

≥ΔΔ px ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის თანაფარდობიდან გამომდინარეობს, 

რომ ნაწილაკის ლოკალიზაციას სივრცის მცირე mcx /≤Δ  არეשი თან ახლავს 
ნაწილაკისათვის დიდი ენერგიის გადაცემა და שესაძლებელი ხდება ახალი 
ნაწილაკების დაბადება, რის გამოც ერთნაწილაკოვანი ამოცანა აზრს კარგავს.  
თეორიის რელატივისტური ინვარიანტობის שესანარჩუნებლად ერთნაწილაკოვა-
ნი მდგომარეობების აღწერა ხდება ტალღური ფუნქციებით, რომელთაც გარკვე-
ული ტრანსფორმაციული თვისებები გააჩნიათ ლორენცის გარდაქმნების მიმართ. 
ეს თვისებები კი (და ასევე שესაბამისი ტალღური განტოლებები) დამოკიდებულია 
ნაწილაკის სპინზე.  

თავი 1. ლორენცისა და პუანკარეს სიმეტრიები   

4M მინკოვსკის სივრცე წარმოადგენს ნამდვილ ვექტორულ სივრცეს, რო-

მელשიც განმარტებულია მეტრიკული ტენზორი: 



















−
−

−
=

1000

0100

0010

0001

μνg                                               (I.1) 

ვექტორები שემდეგი ფორმით ჩაიწერება: μ
μexx = , სადაც μx  წარმოადგენს x  

ვექტორის კონტრავარიანტულ კომპონენტებს שემდეგ ბაზისשი: 



















=
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1e              



















=
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=

1

0

0

0

3e               (I.2) 

4M სივრცეשი ვექტორის სიგრძის კვადრატია μν
μν xgx =2 . ინტერვალის კვად-

რატი კი שემდეგნაირად განიმარტება: 
2222 xtcxgs −== μν

μν                                        (I.3) 

ვექტორის კოვარიანტული კომპონენტები ასე განიმარტება: ν
μνμ xgx = . 
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ლორენცის გარდაქმნები: 
ν

ν
μμ xx Λ=′                                                      (I.4) 

უცვლელს ტოვებს ვექტორის სიგრძის კვადრატს,  ანუ 22 xx =′ . ν
μΛ მუდმივი 

მატრიცაა. კოვარიანტული კომპონენტები კი  გარდაიქმნებიან  שემდეგნაირად: 

( ) ν
ν

μμ
ν

μ xx Λ=Λ=′ −1                                             (I.5) 

მხებ სივრცეשი (მხები სივრცე წარმოადგენს დრო-სივრცის ყოველ წერტილ-
თან ასოცირებულ მხები ვექტორების სივრცეს) ნებისმიერი ვექტორი ასე 

ჩაიწერება: μ
μeuu = , სადაც μu ამ ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტე-

ბია. დუალური ბაზისი μθ ასე განიმარტება: ( ) μ
νν

μ δθ =e . ვექტორებს დუალურ 

სივრცეשი μ
μθωω =  დუალური ვექტორები ეწოდება. დუალური ვექტორების 

კომპონენტები (I.5) კანონით გარდაიქმნებიან. u  და v ვეტორების სკალარული 
ნამრავლი   განიმარტება ასე: 

    μ
μνμ

μν vuvugvu ==⋅                                             (I.6) 

( )nm,  რანგის ტენზორი მინკოვსკის სივრცეשი კი – ასე: 

( ) n

mn
m eexTT νν

μμνν
μμ θθ ...... 1

11
1

...
... ⊗⊗⊗⊗=                          (I.7) 

ლორენცის გარდაქმნების მიმართ ამ ტენზორის კომპონენტები שემდეგნაირად 
გარდაიქმნებიან: 

( ) ( ) ( )xTxT n
mn

nm
m

n
m σσ

ρρσ
νρ

μ
ρ

μ
νν

μμ
...

...1
...

...
1

1
1

1
1

1 ... −ΛΛΛ=′′                 (I.8) 

კონტრავარიანტული ვექტორი ( )0,1 , ხოლო კოვარიანტული ვექტორი ( )1,0  რანგის 

ტენზორია; მეტრიკული ტენზორი კი – ( )2,0  რანგის სიმეტრიული ტენზორია. 

( )a,Λ  პუანკარეს (ან, როგორც ხשირად უწოდებენ, არაერთგვაროვანი ლო-

რენცის) გარდაქმნები  მოიცავს ლორენცის გარდაქმნებს და ტრანსლაციებს, ანუ: 

( ) axxa +Λ=Λ, .                                              (I.9) 

(I.9) გარდაქმნები ყველაზე უფრო ზოგადი გარდაქმნებია მინკოვსკის სივრ-
ცეשი, რომლებიც არ ცვლიან ინტერვალს ნებისმიერ ორ ოთხვექტორს שორის, ანუ: 

( ) ( )22 xyxy −=′−′                                        (I.10) 

μνρσε  ლევი-ჩივიტას ტენზორი სრულიად ანტისიმეტრიული ტენზორია, ამას-

თან, 10123 =ε . 
1.1. აჩვენეთ, რომ ლორენცის გარდაქმნები აკმაყოფილებენ שემდეგ პირობას: 

ggT =ΛΛ  . 
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1.2. აჩვენეთ, რომ ლორენცის გარდაქმნები ადგენენ ჯგუფს. 

1.3. აჩვენეთ, რომ უსასრულოდ მცირე ლორენცის გარდაქმნებשი 

ν
μ

ν
μ

ν
μ ωδ +=Λ , ინფინმიტიზებული პარამეტრები μνω  ანტისიმეტრიულია. 

 :ემდეგი თანაფარდობაש ეამოწმეთ, რომ სამართლიანიაש .1.4

AAAAA detμνλσσ
δ

λ
γ

ν
β

μ
α

αβγδ εε ==  

μ
αA  არის  A  მატრიცის მატრიცული ელემენტები. 

1.5. აჩვენეთ, რომ  δ  კრონეკერის სიმბოლო და  ε  ლევი-ჩივიტას სიმბოლო 
ლორენცის გარდაქმნების მიმართ ინვარიანტებს წარმოადგენენ.    

 :ეამოწმეთ, რომש .1.6

δ
σ

γ
σ

β
σ

α
σ

δ
ρ

γ
ρ

β
ρ

α
ρ

δ
γ

γ
ν

β
ν

α
ν

δ
μ

γ
μ

β
μ

α
μ

αβγδ
μνρσ

δδδδ
δδδδ
δδδδ
δδδδ

εε −=  

1.7. გამოთვალეთ სიდიდეები: 

ა) μβγδ
μνρσεε ;   ბ) μνγδ

μνρσεε   

1.8.  გამოთვალეთ სიდიდეები: 

ა) μβρδ
μνρσεε ;   ბ)  μνρσ

μνρσεε  

) :ვნებიשემოიღეთ აღნიש .1.9 ) ( )σσσσ μμ  −== ,;, II , სადაც I  ერთეულოვანი 

მატრიცაა, ხოლო  σ  პაულის მატრიცებია და განმარტეთ שემდეგი მატრიცა 
μ

μσxX = . აჩვენეთ, რომ გარდაქმნა: 

+=′→ SXSXX  

სადაც ( )CSLS ,2∈  (აქ ( )CSL ,2  მეორე რანგის ერთეულოვანი დეტერმინანტის 

მქონე კომპლექსური მატრიცებია), აღწერს ν
ν
μμ xx Λ→  ლორენცის გარდაქმნას. 

1.10. აჩვენეთ, რომ  წინა ამოცანაשი שემოღებული მატრიცები აკმაყოფილებენ 

პირობას: ( )Xtrx μμ σ
2

1=  

1.11. აჩვენეთ, რომ:  ( )+=Λ SStr ν
μ

ν
μ σσ

2

1
 და ( ) ( )SS −Λ=Λ  .  
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1.12.∗ იპოვეთ  ლორენცის ჯგუფის μνM   გენერატორების მატრიცული ელემენ-

ტები მათ (I.4) ნატურალურ წარმოდგენაשი. 

მითითება: ისარგებლეთ ფაქტით, რომ  ლორენცის ნებისმიერი გარდაქმნა, რომე-
ლიც დაკავשირებულია ერთეულოვან ელემენტთან, שეიძლება ჩაწერილ იქნეს שე-

მდეგი სახით: ( ) 





−= μν

μνωω M
i

U
2

exp ,  სადაც μνM გენერატორებია. 

1.13. აჩვენეთ, რომ ლორენცის ალგებრის კომუტაციურ თანაფარდობებს: 

[ ] ( )μρνσνσμρμσνρνρμσρσμν MgMgMgMgiMM −−+=,  

 მივყავართ שემდეგ თანაფარდობებამდე: 

[ ] lijlji MiMM ε=, ; [ ] lijlji NiNN ε−=, ; [ ] lijlji NiNM ε=,  

სადაც  

jkijki MM ε
2

1=    და  0kk MN =
 

1.14. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობები: 

[ ] lijlji AiAA ε=, ; [ ] lijlji BiBB ε=, ; [ ] 0, =ji BA  

სადაც  

( ) ( )iiiiii iNMBiNMA −=+=
2

1
;

2

1
 

1.15. 
),( aΛ  პუანკარეს გარდაქმნა განმარტებულია שემდეგნაირად: 

μν
ν
μμ aXx +Λ=′

 

განმარტეთ გამრავლების წესი, ანუ 
( )( )2211 ,, aa ΛΛ

 და ასევე ჯგუფის ერთე-

ულოვანი და שებრუნებული ელემენტები. 

1.16. პუანკარეს ჯგუფისათვის שეამოწმეთ, რომ სამართლიანია გამრავლების 
 :ემდეგი წესიש

( ) ( ) ( ) ( )εε 11 ,10,,10, −− Λ=ΛΛ UUUU
 

1.17. წინა – 1.15 ამოცანაზე დაყრდნობით აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი 
თანაფარდობა: 

( ) ( ) ( ) γμ
ν

μ PUPU 11 0,0, −− Λ=ΛΛ  

1.18. გამოთვალეთ კომუტატორი 
[ ]ρμν PM , . 
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1.19. აჩვენეთ, რომ: 

( ) ( ) ( ) ( )0,0,0,0, 11 ΛΛ′Λ=ΛΛ′Λ −− UUUU  

1.20. გამოთვალეთ კომუტატორი: [ ]ρσμν MM , . 

1.21. აჩვენეთ, რომ ტრანსლაციის გენერატორები კომუტირებენ, ანუ:  

[ ] 0, =μμ PP  

1.22. განიხილეთ წარმოდგენა, რომელשიც მინკოვსკის სივრცეשი x   ვექტორებია

( )Tx1, , ხოლო პუანკარეს ჯგუფის ელემენტებს ( )a,Λ   წარმოადგენენ  55× მატ-

რიცები: 








Λ
10

a
 

 ,ეამოწმეთ, რომ ამ წარმოდგენის გენერატორები აკმაყოფილებდნენ 1.17,1.19ש
1.20 ამოცანებשი განხილულ კომუტაციურ თანაფარდობებს. 

1.23. კლასიკური სკალარული ველის წარმოდგენაשი (სკალარული ველი שემდეგ-

ნაირად გარდაიქმნება: ( ) ( )xax Φ=+ΛΦ′ ) იპოვეთ პუანკარეს ჯგუფის გენერა-

ტორები. שეამოწმეთ, რომ გენერატორები აკმაყოფილებდნენ 1.17,1.19,1.20 ამო-
ცანებשი განხილულ კომუტაციურ თანაფარდობებს.  

1.24. პაული-ლუბარსკის ვექტორი განმარტებულია שემდეგნაირად: σνλ
μνλσμ ε PMW

2

1= . 

აჩვენეთ, რომ: 0=μ
μPW  და [ ] 0, =νμ PW . 

 :ემდეგი ტოლობაש ეამოწმეთ, რომ სრულდებაש .1.25

ν
μνσ

μσ
μν

μν PPMMPMMW +−= 22

2

1

 

ეამოწმეთ, რომ 2Pש ∗.1.26 და 2W  ოპერატორები, რომელთაც კაზიმირის ოპერა-
ტორები ეწოდებათ, კომუტირებენ პუანკარეს ჯგუფის გენერატორებთან. 

მითითება:გამოიყენეთ 1.17,1.19 და 1.24 ამოცანების שედეგები. 

1.27.∗ აჩვენეთ, რომ:  

( ) σσ ,,,01,,,0 22 smpssmsmpW =+−== 
 

სადაც σ,,,0 smp =  წარმოადგენს m  მასის, p


იმპულსის, s  სპინის  მქონე ნა-

წილაკის მდგომარეობის ვექტორს. მასა და სპინი ახდენს პუანკარეს ჯგუფის 
დაუყვანადი წარმოდგენის კლასიფიკაციას. 
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მითითება:გამოიყენეთ 1.24 ამოცანის שედეგი და ის ფაქტი, რომ: 

σσ μμμμ ,,,, sppspP =  

 :ემდეგი ტოლობის  სამართლიანობაש ეამოწმეთש .1.28

[ ] ( )νμσμνσσμν WgWgiWM −=,  

 :ეამოწმეთ, სამართლიანია თუ არა  ტოლობაש .1.29

[ ] ρσ
μνσρνμ ε PWiWW −=,  

1.30. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორები: 

ა) [ ]2
, MWμ     

ბ) [ ]νμ
μν WWM ,       

1.31. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორები:  

ა) [ ]μPM ,2     

ბ) [ ]αβρσμν
μνρσε MMM ,     

1.32. მასიური ნაწილაკისათვის სტანდარტული იმპულსია ( )0,0,0,m , აჩვენეთ, 

რომ მცირე ჯგუფი ამ שემთხვევაשი არის ( )2SU . 

1.33. უმასო ნაწილაკისათვის სტანდარტული იმპულსია ( )kk ,0,0, . აჩვენეთ, რომ 

მცირე ჯგუფი ამ שემთხვევაשი არის სიბრტყეשი მობრუნებებისა და 

ტრანსლაციების ჯგუფი ( )2E . 

1.34.∗აჩვენეთ, რომ კონფორმული გარდაქმნები: 

μρμμ xexx −=′→  

სპეციალური კონფორმული გარდაქმნები        

22

2

21 xcxc

xcx
xx

+⋅+
+=′→

μμ
μμ  

და ჩვეულებრივი პუანკარეს გარდაქმნები ადგენენ ჯგუფს.  

მითითება: გამოიყენეთ  ფაქტი, რომ ამ ჯგუფის ელემენტები שემდეგნაირად 
 :ეიძლება ჩაიწეროსש

( ) 





 ++−= μ

μ
μν

μν
μ

μ ρωερεω KcDMPicU
2

1
exp,,,  

სადაც D  არის დილატაციის ჯგუფის გენერატორი, ხოლო μK წარმოადგენს  
სპეციალური კონფორმული გარდაქმნის 4 გენერატორს. 
1.35. იპოვეთ წინა – 1.33 ამოცანის שემთხვევაשი კომუტაციური თანაფარდობანი.   
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თავი 2. კლეინ-გორდონის განტოლება 

უსპინო ნაწილაკისათვის  ( ) ( )xtr Ψ=Ψ ,


 ტალღური ფუნქცია ერთკომპონენ-

ტიანი სიდიდეა და წარმოადგენს ოთხგანზომილებიან სკალარს ანუ, ლორენცის 

გარდაქმნებისას, ( ) ( )xx Ψ=ΛΨ′ . ამგვარი თავისუფალი ნაწილაკები აღიწერება 

კლეინ-გორდონის განტოლებით: 

( ) ( ) 0222 =Ψ+ xcmp                                           (II.1) 

გაשლილი სახით: 

Ψ





=Ψ








∂
∂−Δ

2

2

2

2

1



mc

tc
                                   (II.2)    

e  მუხტის მქონე უსპინო ნაწილაკის ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრაობი-

სას (რომელიც აღიწერება ( )AA


,ϕμ  ოთხპოტენციალით), (II.1) და (II.2) განტოლე-

ბებשი უნდა მოვახდინოთ שემდეგი שეცვლა: μμμ ieA+∂→∂ , ანუ გვექნება: 

Ψ











+






 −=Ψ






 −

∂
∂ 22

22

2

1
cmA

c

e
pe

t
i

c


 ϕ                        (II.3)      

საიდანაც გამომდინარეობს უწყვეტობის განტოლება: 

0=+
∂
∂

jdiv
t

ρ
                                                (II.4)   

სადაც  









ΨΨ+

∂
Ψ∂Ψ−

∂
Ψ∂Ψ= ∗

∗
∗ ϕρ



 ie

ttmc

i 2

2 2
                    (II.5)   

  





 ΨΨ−Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ−= ∗∗∗ A

ie

m

i
j





 2

2
                     (II.6)   

ცენტრალური სიმეტრიის მქონე )(rV პოტენციალისათვის კლეინ-გორდონის  

რადიალურ განტოლებას )(rR ფუნქციისათვის שემდეგი სახე აქვს: 

( ) ( )
0

12
2

22 =



 +−−−+′+′′ R

r

ll
mVER

r
R                       (II.7) 

დაყვანილი რადიალური განტოლება ( ) ( )rrRru =  ფუნქციისათვის ასე გამოიყურება: 

( ) ( )
0

1
2

22 =



 +−−−+′′ u

r

ll
mVEu                                 (II.8) 
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2.1. ამოხსენით კლეინ-გორდონის განტოლება. 

2.2. აჩვენეთ, რომ კლეინ-გორდონის განტოლება ლორენც-ინვარიანტულია. 

2.3. გამოთვალეთ שემდეგი სიდიდე: 

 







∂
∂−

∂
∂=

•
•

tt
dViqQ

φφφφ  

სადაც φ   არის კლეინ-გორდონის განტოლების ამონახსნი. 

2.4. თავისუფალი ნამდვილი სკალარული ველის ჰამილტონიანს שემდეგი სახე 
აქვს: 

( ) ( )[ ] +∇+∂= 2222
02

1 φφφ mdVH  

კლეინ-გორდონის განტოლების ზოგადი ამონახსნისათვის გამოითვალეთ  H
ჰამილტონიანი. 

2.5. ნამდვილი სკალარული ველის იმპულსს שემდეგი სახე აქვს: 

 ∇∂−= φφ0dVP


 

კლეინ-გორდონის განტოლების ზოგადი ამონახსნისათვის გამოითვალეთ P


 
მომენტი. 

2.6. აჩვენეთ, რომ დენის სიმკვრივე: 

( )φφφφ μμμ ∂−∂−= ∗∗

2

i
j  

აკმაყოფილებს უწყვეტობის განტოლებას: 

0=∂ μ
μ j

 

2.7. აჩვენეთ, რომ 0=∂ μ
μ j  

უწყვეტობის განტოლებას  აკმაყოფილებს שემდეგი 

დენი: 

( ) φφφφφφ μμμμ
∗∗∗ −∂−∂−= qA

i
j

2
 

სადაც  φ  არის კლეინ-გორდონის განტოლების ამონახსნი  μA  
პოტენციალის 

მქონე გარეשე ელექტრომაგნიტურ ველשი. 

2.8.აჩვენეთ, რომ არარელატივისტურ ზღვარשი ამ თავის שესავალი ნაწილის (II.8) 
კლეინ-გორდონის განტოლებიდან שრედინგერის განტოლება მიიღება. 

2.9. აჩვენეთ, რომ კლეინ-გორდონის განტოლების ალბათობის სიმკვრივიდან 

არარელატივისტურ ზღვარשი שრედინგერის განტოლების ψψρ ∗=  სიმკვრივე 

მიიღება. 
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2.10. იპოვეთ ენერგიის დონეები კლეინ-გორდონის განტოლებაשი უსასრულოკედ-
ლებიან სწორკუთხა ორმოשი, რომლისთვისაც პოტენციალს שემდეგი სახე აქვს: 





>∞
<

=
0

0

,

,0
)(

rr

rr
rV  

2.11.∗ სკალარული ნაწილაკი s მდგომარეობაשი მოძრაობს שემდეგ პოტენციალურ 
ველשი: 





>
<−

=
ar

arV
qA

,0

,0  

სადაც V  დადებითი მუდმივაა. იპოვეთ დისპერსიული თანაფარდობა, ანუ ბმული 
მდგომარეობებისათვის კავשირი ენერგიასა და იმპულსს שორის. რა პირობა უნდა 

კმაყოფილდებოდეს, რომ mV 2<  ი არსებობდეს მხოლოდ ერთიשემთხვევაש 
ბმული მდგომარეობა? 

2.12.∗იპოვეთ ენერგიის სპექტრი და ტალღური ფუნქციები მუდმივ მაგნიტურ 

zeBB


=  ველשი  მოძრავი სკალარული ნაწილაკისათვის.  

2.13.∗გამოთვალეთ არეკვლისა და გაჟონვის კოეფიციენტები E  ენერგიის და q

მუხტის მქონე სკალარული ნაწილაკისა, რომელიც მოძრაობს שემდეგ პოტენცი-
ალურ ველשი: 





>
<

=
0,

0,0

0

0

zU

z
A  

სადაც 0U  დადებითი მუდმივაა. 

2.14.∗ q   მუხტისა და  m  მასის ნაწილაკი გადის שემდეგ პოტენციალურ ბარიერשი: 





<<
><

=
azU

azz
A

0,

,0,0

0

0  

სადაც 0U   დადებითი მუდმივაა. იპოვეთ გაჟონვის კოეფიციენტი. ასევე იპოვეთ 

ნაწილაკის ენერგია, რომლისთვისაც გაჟონვის კოეფიციენტი ერთის ტოლია. 

2.15.∗ იპოვეთ დამუხტული −π პი-მეზონის ენერგიის დონეები კულონურ ველשი, 

რომელსაც ქმნის Ze მუხტის მქონე ბირთვი. 

2.16.∗ ამოხსენით კლეინ-გორდონის განტოლება:  

( )
r

Z
rV

α−=  

სკალარული კულონური პოტენციალისათვის. 
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2.17.∗ ბირვული ძალების ასახსნელად, 1935 წელს იუკავამ დაუשვა, რომ ნუკლო-
ნებს שორის ბირთვული ძალები წარმოიქმნება m მასის მქონე პიონების გაცვლე-
ბის שედეგად. წყაროს (ბირთვული მუხტის) שემცველი კლეინ-გორდონის არაერთ-
გვაროვანი განტოლების საשუალებით იპოვეთ ბირთვული პოტენციალი, რომელ-
საც ქმნის g  ბირთვული მუხტის მქონე უძრავი ნუკლონი ( g ძლიერი ბირთვული 

ურთიერთქმედების მუდმივაა, რომელიც ელექტრული მუხტის ანალოგია).     

2.18.∗ 0=l   :ემთხვევისათვის ამოხსენით კლეინ-გორდონის განტოლებაש 

( ) a

r

eZrV
−

−= α  

ექსპონენციალური პოტენციალისათვის. 

2.19. 







χ
θ

 ორკომპონენტიანი ტალღური  ფუნქციის გამოყენებით, სადაც:  









∂
∂−=








∂
∂+=

tm

i

tm

i φφχφφθ
2

1
;

2

1
 

ჩაწერეთ კლეინ-გორდონის განტოლება שრედინგერის განტოლების ფორმით. 

2.20.∗ იპოვეთ წინა ამოცანის ჰამილტონიანის ენერგიის საკუთარი მნიשვნელობე-
ბი; იპოვეთ ამ ჰამილტონიანის არარელატივისტური ზღვარი.  

2.21. იპოვეთ სიჩქარის ოპერატორი: [ ]xHiv


,= , სადაც H  არის  2.12 ამოცანის 

ჰამილტონიანი;  იპოვეთ v


 ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები. 

2.22. ორკომპონენტიანი ტალღური ფუნქციების სივრცეשი სკალარული ნამრავ-
ლი განმარტებულია שემდეგნაირად: 

 += 23121 2

1 ψσψψψ dV  

ა) აჩვენეთ, რომ: (2.15) ამოცანის ჰამილტონიანი ერმიტულია. 

ბ) ipxe−







0

1

 
 მდგომარეობაשი იპოვეთ   H

 
ჰამილტონიანის და v


 სიჩქარის სა-

 .უალოებიש

2.23.∗ თავისუფალი ნაწილაკისათვის კლეინ-გორდონის განტოლებიდან მიიღეთ: 

ა) არარელატივისტურ ზღვარשი שრედინგერის განტოლება.  

ბ) მიიღეთ რელატივისტური שესწორება პირველ რიგשი. 

2.24.მუდმივ ელექტრომაგნიტურ ველשი მოთავსებული დამუხტული ნაწილაკი-
სათვის კლეინ-გორდონის განტოლებიდან არარელატივისტურ ზღვარשი მიიღეთ 
 .რედინგერის განტოლებაש
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2.25.∗იპოვეთ წინა ამოცანაשი ნაწილაკის ჰამილტონიანის 2

1

c
 რიგის  რელატივის-

ტური שესწორება.  

2.26.∗  იპოვეთ წინა ამოცანაשი 4

1

c
რიგის რელატივისტური שესწორება და აჩვენეთ, 

რომ ეს שესწორება שეიცავს წევრებს, რომლებიც განსხვავდებიან:  

242

2

2
ˆ

ˆ mcecm
c

Ae
pcH −++













−= ϕ




 

ჰამილტონიანის გაשლის წევრებისაგან. 

2.27.∗აჩვენეთ, რომ საკმარისად ძლიერ ელექტრომაგნიტურ ველשი დამუხტული 
უსპინო ნაწილაკი მუხტის ნიשნისგან დამოუკიდებლად განიცდის მიზიდვას 
(კვანტურ-მექანიკური აზრით). 

2.28.∗ იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი Ze მუხტის მქონე უსასრულოდ მძიმე ბირთ-

ვის კულონურ ველשი რელატივისტური 1e  მუხტის მქონე უსპინო ნაწილაკის გა-

ფანტვის ამპლიტუდა და დიფერენციალური კვეთა. მიღებული שედეგები שეადა-
რეთ არარელატივისტურ שემთხვევას და მიუთითეთ მათი გამოყენებადობის პი-
რობები. 

2.29.∗ იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი ( )rϕ  გარეשე ელექტროსტატიკურ ველשი და-

მუხტული უსპინო ნაწილაკის ( )εσ  გაფანტვის კვეთის ენერგიაზე დამოკიდებუ-

ლების სახე ∞→ε  ზღვარשი. 

მიუთითეთ მიღებული שედეგის გამოყენებადობის პირობები და שეადარეთ ისინი  
არარელატივისტურ שემთხვევას. 

2.30.∗ იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი  ( )rU  გარეשე სკალარულ ველשი უსპინო ნა-

წილაკის ( )εσ   გაფანტვის კვეთის ენერგიაზე დამოკიდებულების სახე ∞→ε  
ზღვარשი.  
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თავი 3. დირაკის მატრიცები 

4M  მინკოვსკის სივრცეשი, γ  მატრიცები აკმაყოფილებენ ანტიკომუტაციურ 
თანაფარდობებს: 

{ } μννμ γγ g2, =                                                    (III.1) 

დირაკის წარმოდგენაשი γ  მატრიცებს שემდეგი სახე აქვთ: 









=

I

I

0

0
0γ ,     








=

0

0

σ
σ

γ 




                                     (III.2)   

γ  მატრიცების სხვა წარმოდგენები მიიღება 1−=′ SS μμ γγ
 
უნიტარული გარ-

დაქმნებით. 

ვეილის წარმოდგენაשი  γ  მატრიცებს שემდეგი სახე აქვთ: 









=

0

0
0 I

I
γ ,      








−

=
0

0

σ
σ

γ 




                                (III.3)   

ხოლო მაიორანას წარმოდგენაשი: 









=

0

0

2

2
0 σ

σ
γ

   








=

3

31

0

0

σ
σ

γ
i

i

    







 −
=

0

0

2

22

σ
σ

γ  







−

−
=

1

33

0

0

σ
σ

γ
i

i

    
(III.4)   

5γ მატრიცა שემდეგნაირად განიმარტება 32105 γγγγγ i= , ხოლო 32105 γγγγγ i−= . 

დირაკის წარმოდგენაשი:  









=

0

0
5 I

I
γ

                                                 
(III.5)    

უნდა აღინიשნოს, რომ არსებობს დირაკის მატრიცების სხვა აღნიשვნებიც, რო-
მელსაც განვიხილავთ IV თავשი. 

μνσ მატრიცები ასე განიმარტება: 

[ ]γμμν γγσ ,
2

i=                                                (III.6) 

 :ემოდის ასეთი განმარტებაცש

μ
μγaaa =/=ˆ                                                 (III.7)       

ზოგჯერ  ხმარობენ ასეთ აღნიשვნებსაც: 

γγαγβ  0
0 , == .                                    (III.8)       
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ამ აღნიשვნებשი (III.1) ანტიკომუტაციური თანაფარდობები ასე ჩაიწერება: 

{ } ijji δαα 2, =           { } 0, =βα i                              (III.9)       

3.1. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

00 γγγγ μμ =
+  

3.2. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

00 γσγσ μνμν =
+

 

ეამოწმეთ, რომש .3.3
 

[ ] 2/,ˆ
−

= βααβ γγσ i
 
გამოსახულება აკმაყოფილებდეს שემ-

დეგ თანაფარდობას: 

[ ] ( )αβ
γ

βα
ν

αβ
ν γγσγ ggi −=

−
2ˆ,  

3.4. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

1
5

5
55

−+ === γγγγ  

3.5. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

σρνμ
μνρσ γγγγεγ

!45

i−=
 

3.6. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობები: 

ა) ( ) 12
5 =γ  

ბ) ( ) 0
5

0
5 γγγγγγ μμ =+

 

3.7. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

{ } 0,5 =μγγ  

3.8. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა:  

[ ] 0,5 =μνσγ  

3.9. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

22 aa =/  

3.10. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობები γ   მატრიცების שემდეგი 
კომბინაციებისათვის:  

ა) 4=μ
μγγ ;  ბ) νμν

μ γγγγ 2−=   

3.11. აჩვენეთ, რომ:  αβμβα
μ γγγγ g4=  
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3.12. აჩვენეთ, რომ: αβνμνβα
μ γγγγγγγγ 2−=  

3.13. აჩვენეთ, რომ:  12=μν
μνσσ   

3.14. აჩვენეთ, რომ: 45
5 −=γγγγ μ

μ  

3.15. აჩვენეთ, რომ: 0=αβ
μαβ σγσ  

3.16. აჩვენეთ, რომ: μναβμν
αβ σσσσ 4−= ;  

3.17. აჩვენეთ, რომ: 05 =αβ
μαβ σγγσ ;  

3.18. აჩვენეთ, რომ: 55 12γσγσ μν
μν =

 

3.19. აჩვენეთ, რომ  მატრიცები ერმიტულია. 

3.20. აჩვენეთ, რომ:   (1) 

3.21. გამოსახეთ მატრიცები მატრიცებით. 

3.22. გამოსახეთ  მატრიცები პაულის მატრიცებით. 

3.23. აჩვენეთ, რომ  მატრიცა ტოლია მატრიცის და  

3.24. აჩვენეთ, რომ  მატრიცა გადასვამს ტალღური ფუნქციის კომპონენტებს 

და პირველი და მეორე ორი კომპონენტის ლუწობას ცვლის საწინააღმდეგოთი. 

3.25. აჩვენეთ, რომ: . 

3.26. დაამტკიცეთ, რომ  მატრიცა დირაკის მატრიცებიდან ერთადერთი მატ-

რიცაა, რომელიც  მატრიცების ნამრავლთან კომუტატორი ან ანტიკომუტატო-

რია, იმის მიხედვით,  მატრიცების რიცხვი ლუწია თუ კენტი. 

3.27. დაამტკიცეთ, რომ  და  მატრიცები (ე.წ. ლუწი მატრიცები) ტალ-

ღური ფუნქციის კომპონენტებს არ გადასვამენ, ე.ი. ზედა ორ და ქვედა ორ კომ-

პონენტს ერთმანეთשი არ ურევენ, ხოლო  და  მატრი-

ცები (ე.წ. კენტი მატრიცები) გადასვამენ ტალღური ფუნქციის კომპონენტებს. 

3.28. დაადგინეთ, როგორ მოქმედებენ 21 σσσ i±=±  სპინური ოპერატორები 3σ  

ოპერატორის საკუთარ ფუნქციებზე. 

3.29.გაამარტივეთ გამოსახულება: lki σσσ  

3.30. დაამტკიცეთ, რომ:  

ა) pp ˆˆ 00 =+γγ ;   ბ) 22ˆ pp =  

γ

ikikki δγγγγ 2=+

α γ
γ

43215 γγγγγ = 1ρ− 12
5 =γ

5γ

3215 αααγ i=

5γ
γ
γ

σβ 
,,1 σβ 

3215,, αααγαβα i−=


5βγ
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3.31. გაამარტივეთ שემდეგი გამოსახულებები: 

ა) ABBA ˆˆˆˆ +  

ბ) μμ γγ AA ˆˆ +  

3.32.დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: 

ARRARA ˆ2ˆˆ =+ μμμμ γγγγ  

სადაც R  ნებისმიერი კომბინაციაა γ  მატრიცების. 

3.33. წინა, 3.32-ე ამოცანის שედეგზე დაყრდნობით დაამტკიცეთ, რომ სამართლი-
ანია שემდეგი თანაფარდობები: 

ა) AA ˆ2ˆ −=μμ γγ  

ბ) ( )ABBA 4ˆˆ =μμ γγ  

3.34. 3.32-ე ამოცანის שედეგზე დაყრდნობით დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი თანაფარდობებიש

ა) ABCCBA ˆˆˆ2ˆˆˆ −=μμ γγ  

ბ) ( )DABCCBADDCBA ˆˆˆˆˆˆˆˆ2ˆˆˆˆ +=μμ γγ  

3.35. გაამარტივეთ שემდეგი გამოსახულებები: 

ა) μννμ γγγγ DCBA ˆˆˆˆ  

ბ) νμμν γγγγ ACBAC ˆˆˆˆˆ  

3.36. გაამარტივეთ שემდეგი გამოსახულებები: 

ა) ( ) ( ) μν γγγγ 55 1ˆˆˆ1 ++ CBA  

ბ) ( ) ( ) μμ γγγγ 55 1ˆ1ˆ −+ BA  

3.37. გამოსახეთ μνρτμνλσ εε სიდიდე ორი მეტრიკული ტენზორის ნამრავლების 

ჯამის საשუალებით. 

3.38. გამოთვალეთ שემდეგი გამოსახულება: 

μνλρμνλσ εε  

3.39. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: 

5γγεγγγγγγ σμνλσμνλνμλλμνλνμ idcgbgag +++=  

და იპოვეთ dcba ,,,  კოეფიციენტები. 
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3.40.  დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: 

5γγεγγγγγγγγγ σμνλσμνλνμλλμνμνλλνμ iDCgBgAg +++=+  

და იპოვეთ DCBA ,,,  კოეფიციენტები. 

3.41. აჩვენეთ, რომ ( ) σλμνλσμννμ γγεγγγγγ i−=−5  

3.42. იპოვეთ שპური      

3.43. იპოვეთ שპური    

3.44. იპოვეთ שპური    

3.45. იპოვეთ שპური    

3.46. იპოვეთ שპური     

3.47. იპოვეთ שპური    

3.48. აჩვენეთ, რომ:  

3.49. აჩვენეთ, რომ, თუ და  ვექტორები კომუტირებენ და მატრი-

ცებთან, მაשინ სამართლიანია שემდეგი ფორმულები: 

 

3.50. იპოვეთ שპური  

3.51. იპოვეთ שპური  

3.52. იპოვეთ שპური  

3.53.იპოვეთ שპური  
 

3.54. იპოვეთ שპური  

3.55. იპოვეთ שპური  

3.56. დაამტკიცეთ, რომ:  

3.57. იპოვეთ שპური     

3.58. აჩვენეთ, რომ שპური კენტი რაოდენობის γ  მატრიცებისათვის ნულის ტოლია. 

3.59. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი რედუქციული ფორმულა n ( n  ლუწი 
რიცხვია) γ  მატრიცისათვის: 

( )
121423132121

...1............
−−

−++−=
nnnnnn

SpgSpgSpgSp n
μμμμμμμμμμμμμμμμ γγγγγγγγγγ  

00
kjSp σσ

))(( 00 BASp
 σσ

000
lkjSp σσσ

))()(( 000 CBASp
 σσσ

0000
mlkjSp σσσσ

))()(( 0000 CBASp
 σσσσ

jkkikikj SpSpSp δσσγγαα 4===

A


B


γα 
, σ

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )BABASpBASpBASp


4=== σσγγαα

( )lkjSp ααα

( )mlkjSp αααα

( )( )( ){ }CBASp
 αααα

( )lkjSp σαα

( )( )BASp
 αασ

( )( )( )CBASp
 σαα

( ) ( )lmkjlmkj SpSp σσαααααα =

( )mlkjSp σσαα
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3.60. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურები-
სათვის:   

0=μγtr  

3.61. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია  שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურები-
სათვის:   

μννμγγ gtr 4)( =  

3.62. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურები-
სათვის: 

)(4)( νρμσνσμρρσμνσρνμ γγγγ ggggggtr +−=  

3.63. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა 5γ  მატრიცების שპური-

სათვის: 

05 =γtr  

3.64. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურებისა-
თვის: 

0)( 5 =νμγγγtr  

3.65. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურები-
სათვის: 

μνρσσρνμ εγγγγγ itr 4)( 5 −=  

3.66. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა:  

( ) 0... 121 =// +naatr  

3.67. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურე-
ბისათვის: 

( ) ( )1221 ...... aatraatr nn //=//  
3.68. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა γ  მატრიცების שპურე-
ბისათვის: 

0)( 5 =μγγtr  

3.69. გამოთვალეთ שპური: 

( )621 ...aaatr ///  

3.70. გამოთვალეთ שპური: 

( ) ( )( )[ ]νμ γγγ mqmptr +/−−/ 51  

3.71. გამოთვალეთ שემდეგი გამოსახულება: 

( )( ) μ
μ γγγ mptr −− ˆ1 5  
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3.72. გამოთვალეთ שემდეგი שპურები: 

ა) ( ) ( )mqmptr ++ ˆˆ νμ γγ  

ბ) ( ) ( )mpmptr ++ ˆˆ 55 γγγγ νμ  

3.73. .გამოთვალეთ שემდეგი שპურები: 

ა) ( ) ( ) ( )mpqptr −++ ˆˆ1ˆ1 55 γγ  

ბ) ( ) ( ) cabatr ˆˆ1ˆˆ1 55 γγ ++  

3.74. გამოთვალეთ שემდეგი שპურები: 

ა) ( )( )( )( )dDcCbBaAtr ++++ ˆˆˆˆ         

ბ) abfedcbatr ˆˆˆˆˆˆˆˆ  

გ) acbatr ˆˆˆˆ μννμ γγγγ                            

 :ემდეგი იგივეობაש ეამოწმეთש ∗.3.75

( ) μ
μμ

μ

μ
μ γγ aaa

aa
aaa sin

1
cosexp 55 /+=/  

სადაც 02 >a . 

მითითება: გაשალეთ ექსპონენტი მწკრივად. 

3.76.∗ აჩვენეთ, რომ მატრიცები: 

{ }μνμμ σγγγγ ,,,, 55Ia =Γ  

წრფივად დამოუკიდებელი  44×  მატრიცებია.  

3.77. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი ორი Γ მატრიცის ნამრავლი ისევ ერთ-ერთი aΓ  
მატრიცაა. 

3.78.∗ აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი 44×  მატრიცა שეიძლება ჩაიწეროს

{ }μνμμ σγγγγ ,,,, 55Ia =Γ  მატრიცების სახით, ანუ  Γ=
a

a
acA , სადაც 

( )aa Atrc Γ=
4

1
  

მითითება: გაამრავლეთ  Γ=
a

a
acA განტოლება მარჯვნიდან bΓ -ზე და ცალკე 

გამოყავით b წევრი. 

3.79. გამოსახეთ ρνμ γγγ  მატრიცების ნამრავლი Γ მატრიცებით. 

3.80. გამოსახეთ νμγγγ 5  მატრიცების ნამრავლი Γ მატრიცებით. 
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3.81. გამოსახეთ 5γγσ ρμν   მატრიცების ნამრავლი Γ მატრიცებით. 

3.82. გამოსახეთ{ }νσμ σγ ,  ანტიკომუტატორი Γ  მატრიცებით. 

3.83.∗ გამოთვალეთ שპური ( )5γγγγγγγ βσρνμ atr . 

 :ემდეგი ტოლობაש ეამოწმეთ, რომ სამართლიანიაש .3.84

ρσ
μνρσμν σεσγ

25

i=  

3.85.∗ აჩვენეთ, რომ  [ ]ρσμν σσ , ეიძლება გამოისახოს μνσש  -ებით.  იპოვეთ გაש-

ლის კოეფიციენტები.   

მითითება: გამოიყენეთ კომუტატორების [ ] [ ] [ ]CABCBABCA ,,, += თვისება და 
ამ თავის שესავალი ნაწილის (III.1) ფორმულა. 

3.86.∗ აჩვენეთ, რომ, თუ მატრიცა კომუტირებს ყველა μγ  მატრიცასთან, მაשინ 

ის პროპორციულია ერთეულოვანი მატრიცის. 

3.87.∗ მოცემულია  ( )nU

⋅= αβexp , სადაც  β  და α  დირაკის მატრიცებია; n


ერ-

თეულოვანი ვექტორია. שეამოწმეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: 

( )( )nnUIUU


⋅−−=≡′ + αααα 2  

3.88.∗ აჩვენეთ, რომ (III.2)  მატრიცები  γ  მატრიცების წარმოდგენაა. იპოვეთ 

უნიტარული მატრიცა, რომელსაც ეს წარმოდგენა გადაჰყავს დირაკის წარმოდ-

გენაשი. გამოთვალეთ  μνσ  და  5γ  ამ წარმოდგენაשი. 

3.89.∗ იპოვეთ დირაკის მატრიცები ორ განზომილებაשი. განსაზღვრეთ 5γ   და 

გამოითვალეთ ( )νμγγγ 5tr  .  გაამარტივეთ ნამრავლი  μγγ 5 .  

3.90. აჩვენეთ, რომ שეუძლებელია ისეთი მეორე რანგის მატრიცის მონახვა, 

რომელიც კომუტატიური იქნებოდა პაულის  000 ,, zyx σσσ  მატრიცებთან. 

3.91. აჩვენეთ, რომ დირაკის მატრიცების რანგი უსათუოდ ლუწი უნდა იყოს. 

3.92. აჩვენეთ, რომ სრულდება שემდეგი ტოლობები:   

                                                   ljkljkkj i σεδαα +=    

                                                   ljkljkkj i σεδσσ +=      

                                                   ljkljkkj i σεδγγ +=                                 

3.93. იპოვეთ [ ]kj αα ,
,
 [ ]kj σσ ,

,
[ ]kj γγ ,

 
კომუტატორები.   
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3.94. იპოვეთ שემდეგი ნამრავლები: 

( )( )BA
 σσ , ( )( )BA

 αα , ( )( )BA
 γγ , ( )( )BA

 00 σσ  

სადაც A


 და  B


 ვექტორების მდგენელები კომუტატიურია iσ  მატრიცებთან. 

3.95. წინა ამოცანაשი განიხილეთ שემთხვევები, როცა BA


= , A


 ვექტორის 

კომპონენტები ერთმანეთთან კომუტირებს და როცა nA


=  ერთეულოვანი 
ვექტორია. 

3.96. წინა ამოცანაשი მიღებული שედეგის გამოყენებით გამოთვალეთ ნამრავლი 

( )pl ˆˆ  σσ 




 , სადაც l

̂
 ორბიტალური მომენტის ოპერატორია, ხოლო   p̂


 

იმპულსია. 

3.97. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობები: 

( )( ) ( )( ) ( )BAABBA


2=+ γγγγ  

( )( ) ( )( ) [ ]( )BAiABBA


×=− σγγγγ 2  

3.98. აჩვენეთ, რომ 321 ,, ααα ( 000 ,, zyx σσσ ) სამი მატრიცა ვექტორის 

კომპონენტებს წარმოადგენენ. 

3.99. აჩვენეთ, რომ 0σ აქსიალური (ფსევდო) ვექტორია, ხოლო α  პოლარული 
(ნამდვილი) ვექტორია. 

3.100.  აჩვენეთ, რომ 000 ,,,1 zyx σσσ  მატრიცები სრულ სისტემას ადგენენ. 

3.101. გამოთვალეთ שემდეგი გამოსახულებები: 

[ ] [ ] [ ] [ ]00,,, σσγγαασσ  ××××  

3.102. აჩვენეთ, რომ:  

( ) ( )0
2

0
1

20
2

0
1 23 σσσσ  −=  

სადაც იგულისხმება, რომ 0
1iσ  მატრიცები კომუტატიურია 0

2kσ  მატრიცებთან.   

3.103. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი მთელი დადებითი n -თვის სამართლიანია 
ტოლობა:                       

( )( ) ( )( )0
2

0
1

0
2

0
1 σσσσ 

nn

n
ba +=  

სადაც  

( )
4

33 n

na
−+= ;   

( )
4

33 n

nb
−−=
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თავი 4. დირაკის  განტოლება 

2/1=s სპინის მქონე ნაწილაკებისათვის დირაკის განტოლებას שემდეგი 
სახე აქვს: 

Ψ=Ψ
∂
∂

DHt
i                                              (IV.1) 

სადაც DH დირაკის ჰამილტონის ოპერატორია: 

βα 2ˆ mcpcHD +=


                                          (IV.2) 

ხოლო Ψ ტალღური ფუნქცია ბისპინორი ანუ ოთხკომპონენტიანი სიდიდეა: 



















=







=Ψ

2

1

2

1

v

v

u

u

χ
ϕ

                                             (IV.3) 

დირაკის მატრიცები  განვიხილეთ  მე-3 თავשი.  

 კოვარიანტული სახით (IV.1) დირაკის განტოლება ასე იწერება: 

( ) ( ) 0=Ψ−∂ xmi μ
μγ                                          (IV.4) 

ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
=

+− +=Ψ
2

1

3

2

3

2

1

r

ipx
rr

ipx
rr

p

epdpvepcpu
E

m
pdx



π
       (IV.5) 

სადაც ( )pur


 და ( )pvr


 (IV.3)-שი იყო განმარტებული. ისინი აკმაყოფილებენ שემ-

დეგ განტოლებებს: 

( ) ( ) 0=−/ pump r


                                            (IV.6) 

( ) ( ) 0=+/ pvmp r


                                            (IV.7) 

და ორთონორმირების პირობებს: 

( ) ( ) ( ) ( ) rssrsr pvpvpupu δ=−= 
                                 (IV.8) 

( ) ( ) ( ) ( ) 0== pupvpvpu srsr


                                      (IV.9)   

ν
ν

μμ xx Λ=′ ლორენცის გარდაქმნების მიმართ, ( )xΨ  დირაკის სპინორი שემდეგ-

ნაირად გარდაიქმნება: 

( ) ( ) ( ) ( )xexSx
i

Ψ=ΨΛ=′Ψ′
− μν

μνωσ
4                              (IV.10)   



75 

სადაც ( )ΛS  ლორენცის გარდაქმნის მატრიცა სპინორულ წარმოდგენაשია და 

აკმაყოფილებს განტოლებებს: 

( ) ( ) 00
1 γγ Λ=Λ +− SS                                             (IV.11)   

( ) ( ) ν
ν

μμ γγ Λ=ΛΛ− SS 1                                        (IV.12)   

μA ელექტრომაგნიტურ ველשი e− მუხტის მქონე ელექტრონის მოძრაობის გან-
ტოლებას שემდეგი სახე აქვს: 

( )[ ] ( ) 0=Ψ−−∂ xmieAi μμ
μγ                                   (IV.13) 

სივრცული ღერძების ინვერსიისას დირაკის სპინორები שემდეგნაირად გარდაიქმ-
ნებიან: 

( ) ( ) ( )xtxtxt


,,, 0Ψ=−Ψ′→Ψ γ                                 (IV.14)  

დროის ინვერსია ანტიუნიტარული ოპერაციაა: 

( ) ( ) ( )xtTxtxt


,,, ∗Ψ=−Ψ′→Ψ                                 (IV.15) 

სადაც T მატრიცა აკმაყოფილებს განტოლებას: 
TTT μ

μ
μ γγγ == ∗−1                                            (IV.16) 

დირაკის წარმოდგენაשი ამ განტოლების ამონახსნია:  

21γγiT =                                                    (IV.17)                     

ადვილი საჩვენებელია, რომ:  
∗−+ −=== TTTT 1                                       (IV.18) 

მუხტური שეუღლებისას ( )xΨ  სპინორები ასე გარდაიქმნებიან: 

( ) ( ) T
c Cxx Ψ=Ψ→Ψ                                     (IV.19) 

ხოლო C  მატრიცები שემდეგ თანაფარდობებს აკმაყოფილებენ: 

TCC μμ γγ −=−1  ,    CCCC T −=== +−1                 (IV.20) 

დირაკის წარმოდგენაשი:  

02γγiC =                                                (IV.21)     

4.1. ქვემოთ ჩამოთვლილი ოპერატორებიდან რომელი კომუტირებს დირაკის 
ჰამილტონიანთან:  

ა) ∇−= ip


  

ბ) prL


×=  

გ) 2L
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4.2. ქვემოთ ჩამოთვლილი ოპერატორებიდან რომელი კომუტირებს დირაკის 
ჰამილტონიანთან:  

ა) Σ=


2

1
S  

ბ) 
2S


 

გ) SLJ


+=   

დ)
2J


 
4.3. ქვემოთ ჩამოთვლილი ოპერატორებიდან რომელი კომუტირებს დირაკის 
ჰამილტონიანთან: 

ა) 
p

p



⋅  

ბ) n

⋅ , სადაც n


 ერთეულოვანი ვექტორია 

გ) =Λ

p̂ˆ  

4.4. ქვემოთ ჩამოთვლილი ოპერატორებიდან რომელი კომუტირებს დირაკის 
ჰამილტონიანთან: 

ა) ( ) ( )[ ]rrII
 −Ψ≡Ψ̂ˆ  

ბ) IP ˆˆ β= P 

გ) 5γ  

4.5.∗ ამოხსენით დირაკის განტოლება თავისუფალი ნაწილაკისათვის, ანუ მიიღეთ 
(IV.5). 

4.6. აჩვენეთ, რომ დირაკის განტოლებას აკმაყოფილებს არა მხოლოდ ψ , არამედ 

ფუნქციაც:  

( ) ψαα 







++= mcp

c

E
F 4

ˆ
ˆ 

 

4.7. დირაკის ნაწილაკისათვის იპოვეთ ( ) xip
s epu ⋅−

და ( ) xip
s epv ⋅

 მდგომარეობების 

ენერგია. 

4.8. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობები: 

( ) ( ) ( )p
m

mp
pupu r

i
r +

=

Λ≡+/= 2

2

1
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( ) ( ) ( )p
m

mp
pvpv r

i
r −

=

Λ≡−/−=− 2

2

1

 

სადაც ( )p+Λ  და ( )p−Λ  სიდიდეები წარმოადგენენ ენერგიის პროექციის ოპერა-

ტორებს. 

4.9. აჩვენეთ, რომ: ±± Λ=Λ2  და 0=ΛΛ −+ . 

4.10. როგორ მოქმედებენ  ( )p+Λ  და ( )p−Λ   ოპერატორები  ( )pur


 და   ( )pvr


 
საბაზისო სპინორებზე? მიიღეთ שედეგები სპინორების ზუსტი გამოსახულებების 
გამოყენებით და მათ გარეשე. 

4.11. უძრაობის სისტემაשი დირაკის ნაწილაკის სპინი שემდეგნაირად განიმარ-

ტება: Σ=


2

1
S  . აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: γγγ 

05=  

4.12. წინა, 4.11 ამოცანის პირობებשი აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი 
თანაფარდობები:  

ა) [ ] kijkji SiSS ε=,  

ბ) 
4

32 −=S  

4.13.∗ აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობები:                                                 

( ) ( ) ( )pupu
p

p
r

r
r





11 +−=⋅Σ

; ( ) ( ) ( )pvpv
p

p
r

r
r





11 +−=⋅Σ

 

მითითება: გამოიყენეთ (4.5) ამოცანის שედეგები. 

4.14. არიან თუ არა ( )pur


 და ( )pvr


 სპინორები n

⋅Σ  ოპერატორის საკუთარი 

ფუნქციები, სადაც n


  ერთეულოვანი ვექტორია? 

4.15. სპინორულ წარმოდგენაשი იპოვეთ ბუსტის ოპერატორი უძრაობის ათვლის 
სისტემიდან v   სიჩქარით, z  ღერძის გასწვრივ მოძრავ სისტემაზე 
გადასვლისათვის. არის თუ არა ეს ოპერატორი უნიტარული? 

4.16. ამოხსენით წინა, 4.11 ამოცანა სისტემისათვის, რომელიც ბრუნავს  ღერძის 
გარשემო   კუთხეზე. არის თუ არა ეს ოპერატორი უნიტარული? 

4.17.∗ პაული-ლუბარსკის ვექტორი განიმარტება שემდეგნაირად: σνρ
μνρσμ ε PMW

2

1= , 

სადაც  ( )νρρννρνρ σ ∂−∂+= xxiM
2

1
  კუთხური მომენტია, μP  კი ოთხიმპულ-

სია. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი  ტოლობა:   
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( ) ( )xmxW ψψ 22

4

3−=  

სადაც ( )xψ   დირაკის განტოლების ამონახსნია. 

მითითება: שეიტანეთ პაული-ლუბარსკის ვექტორის განმარტებაשი კუთხური 
მომენტის და ოთხიმპულსის გამოსახულებანი და მიიღეთ ამ ვექტორის שემდეგი 

გამარტივებული ჩაწერა: σνρ
μνρσμ σε ∂=

4

i
W  

4.18. კოვარიანტული ოპერატორი, რომელიც აპროექცირებს სპინის ოპერატორს 

ნებისმიერ ნორმალიზებად ( )12 −=ssμ ოთხ ვექტორზე, μ
μsW -ით მოიცემა, სა-

დაც 0=⋅ ps  ანუ μs  პოლარიზაციის ვექტორი იმპულსის ვექტორის ორთოგონა-

ლურია. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობა: 

ps
mm

sW
//= 52

1 γ
μ

μ  

იპოვეთ ეს ოპერატორი უძრაობის სისტემაשი. 

4.19. სპინორულ ბაზისთან ერთად ხשირად გამოიყენება სპირალობის ბაზისიც. 

სპინორული ბაზისი მიიღება, თუ უძრაობის სისტემაשი ავიღებთ: ppn


/= . იპო-

ვეთ ამ שემთხვევაשი სპინისათვის განტოლებები. 

4.20. ულტრარელატივისტურ ზღვარשი იპოვეთ 4.15 ამოცანაשი განმარტებული 
სპინისათვის განტოლებები. 

4.21. აჩვენეთ, რომ s/5γ   ოპერატორი კომუტირებს p/  ოპერატორთან და ამ ოპე-

რატორის საკუთარი მნიשვნელობებია 1± . 

4.22.∗ დირაკის ნაწილაკი მოძრაობს z  ღერძის გასწვრივ p


 იმპულსით. არარე-

ლატივისტური სპინური ტალღური ფუნქცია მოიცემა שემდეგი სახით: 










+
=

b

a

ba
22

1ϕ  

გამოთვალეთ שემდეგი საשუალო: n

⋅Σ .  იპოვეთ არარელატივისტური ზღვარი. 

მითითება: გამოიყენეთ ფორმულა: ( )( ) [ ] σσσ  ⋅×+⋅=⋅⋅ BAiBABA  

4.23. იპოვეთ  z  ღერძის გასწვრივ p


 იმპულსით მოძრავი ელექტრონისათვის 

დირაკის სპინორი. ელექტრონი პოლარიზებულია   





 ==

2
,

πφθn


 
მიმართულე-

ბის გასწვრივ. 
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4.24. წინა ამოცანაשი გამოთვალეთ  პოლარიზაციულ ვექტორზე სპინის პროექ-

ციის საשუალო მნიשვნელობა. 

4.25. არის თუ არა 5γ  ოპერატორი მოძრაობის ინტეგრალი თავისუფალი დირაკის 

ნაწილაკისათვის? იპოვეთ ამ ოპერატორის საკუთარი ენერგიის მნიשვნელობები 

და პროექციები. 

4.26. ვეილის ველები שემდეგნაირად განიმარტება: 

( )ψγψ 51
2

1 −=L  

( )ψγψ 51
2

1 +=R  

სადაც ψ  დირაკის სპინორია. იპოვეთ მოძრაობის განტოლებები ამ ველებისათ-

ვის. აჩვენეთ, რომ უმასო ნაწილაკებისათვის ეს განტოლებები ცალდებიან. 

4.27. განიხილეთ განტოლებათა სისტემა שემდეგი ორკომპონენტიანი ფუნქცი-

ებისათვის: 

( ) ( )xm
x

x
i L

R ψψσ μ
μ =

∂
∂

 

( ) ( )xm
x

x
i R

L ψψσ μ
μ =

∂
∂

 

სადაც ( ) ( )σσσσ μμ  −== ,;, II .  

 ესაძლებელია თუ არა ამ განტოლებათა სისტემის დირაკის განტოლების სახითש

ჩაწერა? თუ ეს שესაძლებელია, იპოვეთ უნიტარული მატრიცა, რომელიც აკავ-

ირებს ახალ γש  მატრიცებს დირაკის მატრიცებთან. 

4.28. აჩვენეთ, რომ წინა ამოცანაשი განხილული განტოლებათა სისტემა რელატი-

ვისტურად კოვარიანტულია. იპოვეთ RS და LS 22×  მატრიცები, რომლებიც აკ-

მაყოფილებს שემდეგ თანაფარდობას: ( ) ( )xSx LRLRLR ,,, ψψ =′′ , სადაც LR,ψ ′ ტალ-

ღური ფუნქცია LR,ψ  ტალღური ფუნქციიდან მიიღება, x  ღერძის გასწვრივ ბუს-

ტის ოპერაციის ჩატარებით. 

) ეამოწმეთ, რომש .4.29 )1+⋅Σ= LK


β   ოპერატორი, სადაც αα 
×−=Σ

2

i
, სპი-

ნის ოპერატორია, ხოლო L


 ორბიტალური მომენტია, კომუტირებს დირაკის ჰა-

მილტონიანთან. 
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4.30. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია გორდონის שემდეგი ტოლობები:             

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )221211212 puppipppupupum
 γ

μνμμ σγ −++=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )221211212 pvppipppvpvpvm
 γ

μνμμ σγ −++−=  

არ გამოიყენოთ დირაკის სპინორების რომელიმე კონკრეტული წარმოდგენა. 

 :ემდეგი იგივეობის სამართლიანობაש ეამოწმეთש .4.31

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )pupppuipupppu


μ
ν

μνσ −′′=+′ 21  

4.32. მოცემულია დენი ( ) ( )1212 pupppuJ


//= μμ γ , სადაც  ( )pu 
 და ( )pu 

  დირა-

კის სპინორებია. აჩვენეთ, რომ  μJ  
 :ემდეგი სახითש ეიძლება ჩაიწეროსש

( ) ( ) ( )[ ] ( )1
2

2
2

12 ,, puqqmFqmFpuJ
 ν

μνμμ σγ +=
 

სადაც 12 ppq −= . განსაზღვრეთ  1F  და 2F  ფუნქციები. 

4.33. ჩაწერეთ: 

( ) ( ) ( )pupu


51
2

1 γ−  

გამოსახულება,  როგორც ( ) ( )pupuN
+=  ნორმალიზების ფაქტორის ფუნქცია. 

4.34. მიიღეთ უწყვეტობის განტოლება დირაკის განტოლებისათვის.  

4.35. მოცემულია დენი ( ) ( )122 pupqppuJ


/= λμρ
λρ

μ γσ , სადაც  ( )1pu


 და   ( )2pu


დირაკის სპინორებია;   21 ppp +=  და  12 ppp −= .  აჩვენეთ, რომ  μJ  
-ეიძש

ლება ჩაიწეროს שემდეგი სახით: 

( )( ) ( )13212 puqFqFFpuJ
 ρ

μρμμμ σγ ++=  

და განსაზღვრეთ   ( ) )3,2,1(,,2 == imqFF ii  ფუნქციები. 

4.36. აჩვენეთ, რომ, თუ ( )xψ  არის დირაკის განტოლების ამონახსნი, მაשინ ის 

კლეინ-გორდონის განტოლების ამონახსნიცაა. 

4.37. p


იმპულსის მქონე და ნებისმიერ სპინურ მდგომარეობაשი მყოფი ელექტრო-

ნისათვის განსაზღვრეთ ψγψρ 0=  ალბათობის სიმკვრივე და ψγψ 
=j  დენის 

სიმკვრივე. მიღებული გამოსახულებები שეადარეთ არარელატივისტურ გამოსა-
ხულებებს. 

4.38. თავისუფალი დირაკის ნაწილაკისათვის იპოვეთ, თუ როგორ არის მდებარე-

ობის  ( ) iHtiHt
H eretr −= 

ოპერატორი დროზე დამოკიდებული. 
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4.39. 0=t   მომენტשი თავისუფალი ელექტრონის მდგომარეობა აღიწერება שემ-
დეგი ტალღური ფუნქციით: 

( ) ( ) ( )


















==

0

0

0

1

,0 3 xxt
 δψ  

იპოვეთ ( )xt


,0>ψ . 

4.40. დირაკის განტოლებისათვის განსაზღვრეთ שემდეგი ტალღური პაკეტის 
დროשი ევოლუცია: 

( )
( ) 


























−==

0

0

0

1

2
exp

1
,0

2

2

4

3
2 d

x

d
xt




π
ψ  

4.41.∗ zepp
 =  მომენტის და დადებითი სპირალობის მქონე ელექტრონი გადის 

   :იשემდეგ პოტენციალურ ბარიერש





>
<

=−
0,

0,00

zV

z
eA  

გამოთვალეთ არეკვლისა და გაჟონვის კოეფიციენტები. 

4.42.∗ გამოთვალეთ არეკვლისა და გაჟონვის კოეფიციენტები ელექტრონისათ-
ვის, რომელიც მოძრაობს שემდეგ პოტენციალურ ბარიერשი: 





<<
><

=−
azV

azz
eA

0,

,0,00  

სადაც E  ელექტრონის ენერგიაა, ხოლო სპირალობაა 1/2.  

მითითება: ამ ამოცანის ამოხსნა ანალოგიურია წინა,  4.41 ამოცანის ამოხსნისა. 

4.43.∗ ელექტრონი მოძრაობს a2  სიგანისა და V სიღრმის პოტენციალურ ორმო-
-ი. განიხილეთ მხოლოდ ბმული მდგომარეობები; იპოვეთ დისპერსიული თანაש
ფარდობები. 

4.44.∗ წინა ამოცანაשი  განიხილეთ mV 2< ირი  Vשემთხვევა და იპოვეთ კავש  -სა 

და  a -ს שორის, თუ გვაქვს   N  მდგომარეობა. თუ გვაქვს მხოლოდ ერთი ბმული 
მდგომარეობა, როგორია ის – ლუწი თუ კენტი?  

4.45.∗ ელექტრონი მოძრაობს სამგანზომილებიან სფერულ ორმოשი: 





>
<<

=
0

00

;0

;0
)(

rr

rrV
rV
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იპოვეთ ტალღური ფუნქციები  
2

1=J  ბმული მდგომარეობებისათვის, სადაც ზე-

და ორ კომპონენტს გააჩნია ლუწი ორბიტალური ლუწობა.

 4.46.∗ წინა ამოცანაשი: ა) იპოვეთ საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება და ბ) 
 ,ეისწავლეთ, რა მოხდება, როდესაც პოტენციალური ენერგია გაიზრდება ისეש

რომ mV 20 ≥ . 

4.47.∗ აჩვენეთ, რომ m  მასის მქონე ნაწილაკის დირაკის განტოლებას 

22

2

1
)( rmrV ω=

 
ოსცილატორული პოტენციალისათვის არ გააჩნია ბმული მდგო-

მარეობები. 

4.48.∗ აჩვენეთ, რომ ( )rimcrV

⋅−= γω)(  პოტენციალისათვის დირაკის განტო-

ლებას გააჩნია ბმული მდგომარეობები და იპოვეთ ისინი. 

4.49. 1;
1 <≈ s
r

U
s

 პოტენციალისათვის დაადგინეთ დირაკის ტალღური ფუნქ-

ციის ყოფაქცევა სათავის მახლობლად.  

4.50.∗ zeBB


=  მუდმივ მაგნიტურ ველשი მოძრაობისას იპოვეთ ელექტრონის 

ენერგიის სპექტრი.  

4.51. აჩვენეთ, რომ, თუ ( )xψ არის დირაკის განტოლების ამონახსნი ელექტრო-

მაგნიტურ ველשი, მაשინ ის აკმაყოფილებს „განზოგადებულ“ კლეინ-გორდონის 
განტოლებას: 

( )( ) ( ) 0
2

2 =



 +−−∂−∂ xmF

e
ieAieA ψσ μν

μνμμμμ  

სადაც  μννμμν AAF ∂−∂=  ელექტრომაგნიტური ველის ტენზორია. 

მითითება: მარცხნიდან იმოქმედეთ ( )mAei +/+∂/  ოპერატორით 

( ) ( ) 0=−/+∂/ xmAei ψ  განტოლებაზე და აგრეთვე გამოიყენეთ שემდეგი თანა-
ფარდობა: 

( )νμ
νμμ

μ
μν

μν γγσ AAieF
e ∂−∂=−
2

 

4.52.∗იპოვეთ ( ) βα meAAepH +−+⋅= 0


 დირაკის ჰამილტონიანის არარელატი-

ვისტური მიახლოება  2

2

c

v

 
რიგשი. 
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4.53. თუ  ( ) ( ) ( )xxxV ψγψ μμ =
 
ვექტორული ველია, აჩვენეთ, რომ ( )xVμ  ნამდვი-

ლი სიდიდეა. იპოვეთ ამ სიდიდის  ტრანსფორმაციული თვისებები  ლორენც გარ-
დაქმნების მიმართ. 

4.54.∗ წინა ამოცანის პირობებשი იპოვეთ ( )xVμ  
სიდიდის ტრანსფორმაციული 

თვისებები   P ლუწობის, C  მუხტური שეუღლების  და  T დროის ინვერსიის მიმართ. 

4.55.∗ იპოვეთ ( ) ( ) ( )xxxA ψγγψ μμ
5=

 სიდიდის ტრანსფორმაციული თვისებები 

ლორენც გარდაქმნების, C მუხტური שეუღლების, P ლუწობის და T დროის ინვერ-
სიის მიმართ. 

)  ეამოწმეთ, რომש .4.56 ) ( )xx ψγψ μ
μ∂  

სიდიდე ლორენც სკალარია. იპოვეთ მისი 

გარდაქმნის წესი დისკრეტული გარდაქმნების – C მუხტური שეუღლების, P 
ლუწობის და  T დროის ინვერსიის მიმართ. 

4.57. დირაკის განტოლების გამოყენებით აჩვენეთ, რომ ( ) ( )spvspuC T ,, = , სა-

დაც C  მუხტური שეუღლების ოპერატორია. שეამოწმეთ ასევე ეს თანაფარდობა 
კონკრეტულ წარმოდგენაשი. 

4.58. C მატრიცა განიმარტება שემდეგნაირად: 

TCC μμ γγ −=−1  

აჩვენეთ, რომ, თუ C′  და C ′′  მატრიცები აკმაყოფილებენ ზემოთ მოყვანილ თა-

ნაფარდობას, მაשინ CkC ′′=′ , სადაც  k  მუდმივაა. 

4.59. თუ: 

( ) ipziEt

p

P e

mE

p
Nx +−





























+










=

0

1

0

1

3σ
ψ  

1/2 სპინის მქონე რელატივისტური ნაწილაკის ტალღური ფუნქციაა S  ათვლის 
სისტემაשი. იპოვეთ: 

ა) ანტინაწილაკის   ( ) ( )xCx T
c ψψ =

 ტალღური ფუნქცია. 

ბ) ამ ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია იმ დამკვირვებლისათვის, რომელიც მოძრა-

ობს   zpep = იმპულსით. 

4.60. წინა ამოცანის პირობებשი იპოვეთ:  

ა) სივრცისა და დროის ინვერსიის שედეგად მიღებული ტალღური ფუნქციები. 
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ბ) ტალღური ფუნქცია იმ ათვლის სისტემაשი, რომელიც მიიღება  S  ათვლის სის-

ტემის მობრუნებით x  ღერძის ირგვლივ  θ  კუთხეზე.  

4.61. იპოვეთ C და P მატრიცები  γ  მატრიცების ვეილის წარმოდგენაשი. 

4.62. აჩვენეთ, რომ დირაკის ნაწილაკების სპირალობა ნიשანს იცვლის სივრცის 
არეკვლისას. 

4.63.∗ აჩვენეთ, რომ დირაკის ნაწილაკების სპირალობა არ იცვლის ნიשანს დროის 
ინვერსიისას.  

4.64.∗ mpH βα +⋅= 
 წარმოადგენს დირაკის ჰამილტონიანს. განსაზღვრეთ θ

პარამეტრი იმ მოთხოვნიდან, რომ ახალ +=′ UHUH ჰამილტონიანს, სადაც  
( )ppeU θαβ ⋅= ,  აქვს β≈′H  სახე (ფოლდი-ვაუტხაუზენის გარდაქმნა). 

4.65. აჩვენეთ, რომ  γγ 
×=Σ

2

i
 სპინის და  prL


×=  კუთხური მომენტის 

ოპერატორებს ფოლდი-ვაუტხაუზენის წარმოდგენაשი שემდეგი სახე აქვთ: 

( )
( )

( )
pppp

FW E

pi

EmE

pp

E

m

22

 ×+
+
Σ⋅+=Σ αβ

 

( )
( ) ( )

( )
ppppp

FW E

i

EmE

p

EmE

pp
LL

222

2 βαβ
 ×−

+
+

+
⋅−=

 

4.66.∗ იპოვეთ x


  და p


  ოპერატორების  ფოლდი-ვაუტხაუზენის გარდაქმნა. გა-

მოთვალეთ კომუტატორი [ ]FWFW px


, . 

4.67. გამოითვალეთ ფოლდი-ვაუტხაუზენის U უნიტარული ოპერატორი שემდეგი 
გარდაქმნისათვის:  

( )2142220 cmcpUUHH DFW +== + γ  

სადაც ( )20 mcpcHD +⋅= γγ  წარმოადგენს თავისუფალ დირაკის ჰამილტონიანს. 

აჩვენეთ, რომ დირაკის ტალღური ფუნქციის დიდი და მცირე კომპონენტები 
ცალდებიან. 

4.68. განიხილეთ წინა ამოცანა ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი დირაკის 
ნაწილაკისათვის. 

4.69.∗ იპოვეთ გარკვეული იმპულსის მქონე დირაკის ნაწილაკის სპინის ვექტორის 
საשუალო  (ჩათვალეთ, რომ სპინის მდგომარეობა ნებისმიერია). სიმარტივისათ-
ვის ჩათვალეთ, რომ იმპულსი მიმართულია z  ღერძის გასწვრივ. 
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4.70. განიხილეთ ბისპინორების უნიტარული გარდაქმნა, რომელიც მოიცემა 









−

=
11

11

2

1
Û   უნიტარული მატრიცით. როგორი სახე აქვს ახალ წარმოდგენაשი 

ნაწილაკის სპინის ოპერატორს და დირაკის განტოლებას  







=Ψ=Ψ′
η
ξ

Û
 
ბისპი-

ნორისათვის? 

4.71. წინა ამოცანაשი მიღებულ განტოლებებשი განიხილეთ უმასო 0=m  
ნაწილაკის שემთხვევა. 

4.72. ცნობილია ნაწილაკის სპინური მდგომარეობა მისი უძრაობის სისტემაשი. 

იპოვეთ ( )pu 
 ბისპინორი ნებისმიერ ათვლის სისტემაשი, რომელשიც ნაწილაკს 

აქვს  p


 იმპულსი. 

4.73. გამოიყენეთ წინა ამოცანაשი მიღებული שედეგი და იპოვეთ უძრავ და 
მოძრავ სისტემებשი ნაწილაკის სპინის ვექტორის საשუალოებს שორის კავשირი. 

4.74.∗ ჩაატარეთ მუხტური שეუღლების ოპერაცია და იპოვეთ ანტინაწილაკის 

ტალღური ფუნქცია +
cψ , რომელიც שეესაბამება დირაკის განტოლებას p

−

იმპულსით და უარყოფითი 4222 cmcpE +−= 
ენერგიით. שეადარეთ მიღებუ-

ლი ტალღური ფუნქცია ნაწილაკის ტალღურ ფუნქციას ( 2mcE ≥ და p


იმპულ-

სით). 

4.75. აჩვენეთ, რომ ∗= ψψ C~  ტალღური ფუნქციაა, სადაც 32ραiC = , ხოლო  

∗ψ  კომპლექსურად שეუღლებული ტალღური ფუნქციაა (და არა ერმიტულად שე-

უღლებული, ანუ არ არის +ψ ) უარყოფითი ენერგიის მქონე ელექტრონის, რომე-

ლიც აკმაყოფილებს დირაკის განტოლებას დადებითი ენერგიით და მუხტით, ანუ 
აღწერს პოზიტრონის მოძრაობას (მუხტური שეუღლების ოპერაცია). 

მითითება: კომპლექსურად שეუღლებულ დირაკის განტოლებაשი გააკეთეთ ჩასმა: 

∗= ψραψ 32
~ i . 

 4.76. აჩვენეთ, რომ დირაკის განტოლებისათვის 0=m  მასით 5γ  ოპერატორი 

(მატრიცა) კომუტირებს თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანთან. იპოვეთ აღ-
ნიשნული ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები და გამოარკვიეთ მათი ფიზი-
კური აზრი. 

4.77. აჩვენეთ, რომ  ( )512/1ˆ γ±=±P  ოპერატორები (მატრიცები) პროექციული 

ოპერატორებია. 0=m   მასის მქონე დირაკის ნაწილაკისათვის ეს ოპერატორები 
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კომუტირებენ ჰამილტონიანთან. ნაწილაკის და ანტინაწილაკის რა მდგომარეო-

ბებზე აპროექცირებენ აღნიשნული ±P̂   ოპერატორები?  

4.78. ახსენით, თუ რატომ აქვს ნაწილაკს და ანტინაწილაკს საპირისპირო ნიשნის 
სპირალობები.    

4.79. ფოტონის კვანტურ-მექანიკური აღწერა שესაძლებელია ( )tr ,Ε  და ( )trH ,


ვექტორების საשუალებით, რომლებიც აკმაყოფილებენ იმავე განტოლებებს, რომ-
ლებსაც აკმაყოფილებენ კლასიკური ელექტროდინამიკის მაქსველის განტოლე-
ბები თავისუფალი ელქტრომაგნიტური ველისათვის (ანუ ელექტრომაგნიტური 
ტალღებისათვის ვაკუუმשი). აჩვენეთ, რომ ეს განტოლებები שესაძლოა ჩაიწეროს 
დირაკის განტოლების მსგავსად ორკომპონენტიანი სპინორებისათვის (გაითვა-

ლისწინეთ, რომ ფოტონოს მასა 0=m , ხოლო სპინი 1=s ). 

4.80.∗ იპოვეთ გარეשე ელექტრომაგნიტურ ველשი მოთავსებული დირაკის ნაწი-
ლაკის მუხტის სიმკვრივისა და დენის გამოსახულებების არარელატივისტური 

ზღვარი ( c/1  რიგის ჩათვლით). 

4.81.∗ ელექტრომაგნიტურ ველשი მოთავსებული 2/1=s   სპინის მქონე ნაწილა-
კის H ჰამილტონიანს שემდეგი სახე აქვს: 

νμμν γβγλβα F
i

mcpcH
2

ˆˆ 2 ++= 
 

სადაც λ  ნაწილაკის მახასიათებელი პარამეტრია, ხოლო  μνF  – ელექტრომაგნი-

ტური ველის ტენზორი. განიხილეთ Ψ=
∂
Ψ∂

H
t

i ˆ ტალღური განტოლების არარე-

ლატივისტური ზღვარი ( c/1  რიგის ჩათვლით) და გამოარკვიეთ λ  პარამეტრის 
ფიზიკური აზრი,  ანუ დაადგინეთ მისი კავשირი ნაწილაკის ელექტრომაგნიტურ 
მახასიათებლებთან. 

4.82.∗ იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი დირაკის ნაწილაკის გაფან-

ტვის დიფერენციალური კვეთა  Ze  მუხტის მქონე ბირთვის ველשი. ჩათვალეთ, 
რომ ბირთვი უსასრულოდ მძიმეა.  

4.83.∗ წინა ამოცანაשი მიღებულ დიფერენციალური კვეთის ფორმულაשი ჩაატა-
რეთ დაცემული ნაკადის ნაწილაკების სპინური მდგომარეობებით გასაשუალოება 
(ჩათვალეთ, რომ დაცემული ნაკადი არ არის პოლარიზებული), ხოლო გაფან-
ტული ნაწილაკების სპინური მდგომარეობების მიხედვით მოახდინეთ აჯამვა. 

4.84.∗ იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი დამუხტული დირაკის ნაწი-

ლაკის )(0 rA  გარეשე ელექტრულ ველשი გაფანტვის ( )εσ სრული კვეთის დამო-

კიდებულება დიდ ε ენერგიებზე. 
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4.85.∗ იპოვეთ ( )rrGE ′± 
,ˆ

,αβ  გრინის ფუნქცია დირაკის სტაციონარული განტოლე-

ბისათვის, რომელიც აღწერს 2mcE ≥ ენერგიის მქონე თავისუფალ ნაწილაკს და 
აკმაყოფილებს שემდეგ განტოლებას: 

( ) ( ) ( )rrGEmcciGEH EE ′−=−+∇−≡− 
 δβα ˆˆˆ 2                 (1) 

გრინის ამ ფუნქციას უსასრულობაשი שემდეგი ასიმპტოტიკა აქვს: 

22

422

;
1

c

cmE
ke

r
G ikr

r
E



−=∝ ±

∞→

±                                   (2) 

4.86. იპოვეთ ±
Ef̂  გრინის ფუნქცია სიმეტრიული ფორმით ჩაწერილი დირაკის 

 :ემდეგი განტოლებისათვისש

( ) 4
2 ˆ;0ˆ γγψ

c

iE
ipmcpic c +∇−==+


                            (3) 

4.87.∗იპოვეთ ბორნის მიახლოებაשი დირაკის ნაწილაკის  გარეשე მუდმივ ელექტ-
რომაგნიტურ ველשი გაფანტვის ამპლიტუდა.    

4.88. გამოიყენეთ წინა ამოცანაשი  მიღებული  שედეგი 
r

Ze
A =0   ელექტროსტა-

ტიკური ველისათვის.         

4.89.გამოიყენეთ שემდეგი განმარტებები: 

( ) ( ) ( )su
mm

pm
spu

p

,0
2

,


ω
γ
+

+= ;   ( ) ( ) ( )sv
mm

pm
spv

p

,0
2

,


ω
γ
+

−=  

და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( )( )mpspvspump +==− γγ ,0,


 

4.90.∗ გამოიყენეთ 4.89 ამოცანის განმარტებები და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი ტოლობაש

( ) ( ) sttpuspu δ=,,


 

4.91.∗ გამოიყენეთ 4.89 ამოცანის განმარტებები და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი ტოლობაש

( ) ( ) sttpvspv δ−=,,


 

4.92. გამოიყენეთ 4.89 ამოცანის განმარტებები და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი ტოლობაש

( ) ( ) 0,, =tpuspv 
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4.93. გამოიყენეთ 4.89 ამოცანის განმარტებები და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი ტოლობაש

( ) ( ) 0,, =−+ tpvspu


 

4.94.∗ გამოიყენეთ 4.89 ამოცანის განმარტებები და აჩვენეთ, რომ სამართლიანია 
 :ემდეგი ტოლობაש

( ) ( ) ( ) ( )tpvspv
m

tpuspu st
p ,,,,

 ++ == δ
ω

 

4.95. ჩაწერეთ უწყვეტობის განტოლება γ  მატრიცების საשუალებით. 

4.96. ჩაწერეთ დენის μJ ოთხვექტორი ψ ფუნქციის საשუალებით. 

4.97. რომელ განტოლებას აკმაყოფილებს ψ ? 

4.98.ელექტრომაგნიტური ველისათვის ჩაწერეთ დირაკის განტოლება γ  

მატრიცებשი.  

4.99. ელექტრომაგნიტური ველისათვის რომელ განტოლებას აკმაყოფილებს ψ ? 

4.100. ჩაწერეთ დირაკის განტოლება ψ ფუნქციებשი, როცა ctx =0 .   

4.101. რა თვისებები გააჩნია ( )51
2

1 γ±=±P  ოპერატორს? 

4.102. დაწერეთ დირაკის განტოლება: 

0=+
∂
∂ λψψγ

μ
μ x

 

უმასო ნაწილაკისათვის და გამოარკვიეთ, აკმაყოფილებს თუ არა ამ განტოლებას 

ψγ 5=Φ და ( )ψγϕ 51+= ფუნქციები. 

4.103. რომელ განტოლებას აკმაყოფილებს ψγ 5=Φ ფუნქცია იმ שემთხვევაשი, 

როცა მასა არ უდრის ნულს? 

4.104. აჩვენეთ, რომ, თუ n


 არის იმპულსის პარალელური ერთეულოვანი 

ვექტორი, მაשინ ( )nσ  კომუტირებს ( ) 2mcpcH βα += 
ჰამილტონიანთან. 

გამოარკვიეთ ამ გარემოების ფიზიკური שინაარსი.  

4.105.∗ აჩვენეთ, რომ დირაკის განტოლება ინვარიანტულია წრფივი ორთოგონა-
ლური გარდაქმნის დროს:  

νμνμ xax =′     )4,3,2,1,( =νμ                                       (1) 

სადაც გარდაქმნის მატრიცა აკმაყოფილებს שემდეგ პირობებს: 

μννμμννμ δδ == pppp aaaa ;                                        (2) 
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4.106.∗ იპოვეთ წინა ამოცანაשი მიღებული Ω  მატრიცა 210xx  სიბრტყეשი ϕ   

კუთხეზე მობრუნებისას.        

4.107.∗ იპოვეთ Ω  მატრიცა 410xx  სიბრტყეשი მობრუნებისას, ანუ ლორენცის 

გარდაქმნებისას. 

4.108. იპოვეთ ინვერსიის שესაბამისი Ω  მატრიცა.      

4.109.∗ აჩვენეთ, რომ 4.97 ამოცანაשი განხილული წრფივი ორთოგონალური გარ-
დაქმნებისას ტალღური ფუნქცია ისე იცვლება, რომ მისი საשუალებით განმარტე-
ბულ ფიზიკურ სიდიდეებს ტრანსფორმაციის სწორი თვისებები გააჩნიათ. 

-ემდეგი ბიწრფივი გამოსახულებების ლორენც-ტრანსფორმაש ეისწავლეთש .4.110
ციული თვისებები:                    

ა) ψψ ;    ბ) ψγψ 5     

-ემდეგი ბიწრფივი გამოსახულებების ლორენც-ტრანსფორმაש ეისწავლეთש .4.111
ციული თვისებები:  

ა) ψγψ μi       ბ)  ψγγψ μ5i       გ)  ψγγψ νμi           

4.112. აჩვენეთ,  რომ ψγγγψ mlkklm iA =  აქსიალური ვექტორია. 

4.113. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ ჩამოთვლილი სიდიდეები ნამდვილი სკალარებია 
(ინვარიანტებია): 

1) ( )( )ϕϕψψ ;    2) ( )( )ϕγϕψγψ 55 ;    3) ( )( )ϕγϕψγψ μμ  ; 

4)  ( )( )ϕγγϕψγγψ μμ 55 ;    5) ( )( )ϕγγϕψγγψ νμνμ  

4.114. აჩვენეთ, რომ არარელატივისტურ ზღვარשი სპინ-ორბიტალური ურთიერთ-

ქმედების გამო ერთდროულად და ზუსტად იზომება 22 ,, ljj z


და 2s


, ანუ ნულია 

-ი კი ერთდროულად ზუსשემთხვევაש ემდეგი კომუტატორები (რელატივისტურש

ტად იზომებოდა მხოლოდ 2j


 და zj ): 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 0,,,, 222 ==== ssllsljsljsl z


 

4.115. აჩვენეთ, რომ არარელატივისტურ ზღვარשი სპინ-ორბიტალური ურთიერთ-

ქმედების გამო zl  და zs -ს  არ აქვთ გარკვეული მნიשვნელობა, ანუ არ არის ნული 

 :ემდეგი კომუტატორებიש

( )[ ] 0, ≠zlsl


;      ( )[ ] 0, ≠zssl


 

4.116. აჩვენეთ, რომ დირაკის ერთგანზომილებიან განტოლებაשი ინახება რო-
გორც ორბიტალური, ისე სპინური მომენტი. 
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4.117. იპოვეთ კულონური პოტენციალის ენერგიის ის שესწორება, რომელსაც 

იძლევა წევრი 
dr

d

dr

dV

cm
H

22

2

4

−=′ .
 

4.118.∗ რელატივისტური წყალბადის ატომისათვის სპინ-ორბიტალურ ურთიერთ-
ქმედებას שემდეგი სახე აქვს: 

LS
r

A

rcm

e
HLS


⋅

∂
∂=

0

22

1

2
                                        (1) 

სადაც 
r

e
A −=0 კულონური პოტენციალია. აჩვენეთ, რომ წყალბადის ატომის 

{ }ljn ,, მდგომარეობის საשუალო שემდეგი ფორმულით გამოითვლება: 







 +





 +

−=

2

1

2

12 3

24

lj

lj

n

mc
H

njlLS

α
                                    (2) 

სადაც 
c

e



2

=α  ფაქიზი სტრუქტურის მუდმივაა.  

 ი გამოთვალეთ არარელატივისტურიשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש ∗.4.119

წყალბადის ატომის  smln ,,,  მდგომარეობის ენერგეტიკული წანაცვლება, რაც 

გამოწვეულია ეინשტეინის שესწორებით რელატივისტური ენერგიის ფორმულაשი. 

გამოთვალეთ წანაცვლება, რომელიც არის ეინשტეინის שესწორებისა და SL

⋅  

სპინ-ორბიტალური წევრის ჯამი. რატომ არის ეს ჯამი დამოკიდებული მხოლოდ 

n და j -ზე და არ არის დამოკიდებული ცალ-ცალკე l  და s -ზე? 

4.120.∗ პოზიტრონიუმისათვის (ელექტრონ-პოზიტრონის ბმული სისტემა) განიხი-
ლეთ שრედინგერის განტოლების რელატივისტური שესწორებები. ერთმანეთს שე-
ადარეთ שესწორებები პოზიტრონიუმისათვის და წყალბადის ატომისათვის. שეის-
წავლეთ ცვლილებები, რომლებიც დაკავשირებულია დაყვანილ მასასთან, ეინשტე-
ინის წევრთან, სპინ-ორბიტალურ ურთიერთქმედებასთან. 

4.121. წინა ამოცანაשი שეისწავლეთ ცვლილებები, რომლებიც დაკავשირებულია 
ზენაზ გახლეჩასთან. 

4.122.∗ ჰეიზენბერგის სურათשი თავისუფალი დირაკის ნაწილაკის სიჩქარე მო-
იცემა ფორმულით: 

[ ]xH
i

v





,=  
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აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი დროის მომენტისათვის ( )tv j -ს საკუთარი მნიשვნელო-

ბებია c± . როგორ שეიძლება ეს ფაქტი ავხსნათ ჰეიზენბერგის განუზღვრელო-
ბის თანაფარდობით?  

4.123.∗ დირაკის თავისუფალი ნაწილაკისათვის ამოხსენით ჰეიზენბერგის განტო-
ლებები და აჩვენეთ, რომ ნაწილაკის რადიუსვექტორი დროשი שემდეგნაირად 
იცვლება: 

                          
          ( ) ( ) 








−++=

−− 


Ht
i

etHpcxtx
2

12 10 ξ                                                

იპოვეთ ξ


. რა წვლილი აქვს უარყოფითი ენერგიების მდგომარეობებს ამ ფორმუ-

ლის მარჯვენა მხარის ბოლო წევრשი? რას უდრის სიჩქარის საשუალო  მნიשვნე-
ლობა დროის დიდ ინტერვალשი?   

4.124.∗ იპოვეთ დირაკის მატრიცების დროზე დამოკიდებულება; აჩვენეთ, რომ 

დროის ერთსა და იმავე მომენტשი ძალაשი რჩება დირაკის მატრიცების ანტიკომუ-

ტატიურობის თვისება. 
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პასუხები და ამოხსნები  

ნაწილი I. არარელატივისტური კვანტურ დაჯახებათა თეორია 

თავი 1. ბორნის მიახლოება 

1.1.ა) 
( )

( )[ ]22224

62
0

2

2/sin41

14

θ
θσ

ak

aVm

d

d

+
=

Ω 
;   ( )

224

62
0

2

41

44

ak

aVm
E

+
= πσ


 

როცა ∞→a , იუკავას მოკლე ქმედების პოტენციალი გადადის კულონის שორს-
მოქმედ პოტენციალשი, რის გამოც სრული კვეთა უსასრულოა. 

1.2. 
qR

qRRm
f

sin2
2

2



α−= ; ( ) =
2

28

0

2

2

22 sin4 



mER

dx
x

x

E

Rm
E

απσ , საიდანაც ზღვრულ 

 :ი მიიღებაשემთხვევებש

( ) ( )
4

22

0

16



Rm
E

E

απσ
→
≈ ;      ( )

2

2

2

22 8
ln



mER

E

Rm
E

E

απσ
∞→
≈  

1.3. ( )222 1 Rq

m
f

+
−=


απ
;   ( ) ( ) 









+
−=

3222

2
0

4

/81

1
1

3

8

 mERE

UmR
E

πσ  

1.4. ( )2/sin2 22 θ
απαπ

k

m

q

m
f


−=−= ; სრული კვეთა უსასრულოა, რაც იმასთან არის 

დაკავשირებული, რომ პოტენციალი საკმარისად ნელა ეცემა დიდ მანძილებზე. 

1.5. 4
2

3
0

22

2

Rq

e
RmU

f
−

−=


π
;   ( )














−=

−
2

24

2

42
0

2

1
4





mER

e
E

RmU
E

πσ  

1.6. 







−=
qR

qR
qR

q

RmU
f

sin
cos

2
22
0


;     

( ) ( ) ( ) ( ) 







−+−








=

4

2

32

2

2

2
0

2 2

2sin

2

4sin

2

1
1

2

kR

kR

kR

kR

kR

RmU

k
E



πσ  

საიდანაც ზღვრულ שემთხვევებשი მიიღება: 

( )
4

62
0

2

0 9

16



RUm
E

E

πσ
→
≈ ;     ( )

E

RmU
E

E 2

42
0



πσ
∞→
≈  
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1.8. ( ) ( )
( ) B

B

B a
aq

aq
qf

222

22

4

82

+
+= ;      

( )2
2

3

7

B

B

ka

aπσ =  

აქ  გათვალისწინებულია, რომ ბორნის გამოყენების ამ თავის שესავალი ნაწილის 

(I.7) პირობა ამ ამოცანაשი 1>>Bka  სახეს ღებულობს. 

1.9. 2

3/4

k

Z
Cπσ =

 

1.10. 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )ετπ

ττ
ετπ

ττττ
π ik

dkU

ik

dU
kU

m
kkf

n

nnn
n

n
n

−−
−

−−
−−






−= 

−

−−−
− 2

0
2

1
2

101

2
0

2
1

2

121
120

2

~
...

2

~
~

2
, 










 

1.11. ( ) ( ) ( )
π

σθ
4

0,Im 2 Ek
Ef B== . ეს ფორმულა კი ოპტიკური თეორემაა 

 .იשფოთების მეორე რიგשეש

1.12. 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) 











−Δ
+Δ

Δ
+

Δ
Δ

=
2

2

4

322

0
2

,

,
ln

,,

,2/22
,

kqRqk

kqRqk

qkqR

i

qkqR

qkqRarctgRm
kkf



 α
 

სადაც ( ) ( )2222 41, RqRkqk ++=Δ  

1.13. ( )







−−≈ 22

24

32
0

2
2

8

1
exp

2
Rq

q

RUm
f



π
 

1.15. ( ) 8

0
4

42
0

2
2

22

8

Rq

e
k

RUm
if

−
=



π
 

1.18. ( ) ( ) ( )qAkk
c

e
kkf





 ~

4
, 00 +=

π
 

სადაც ( ) ( ) −= dVrAeqA rqi  ~
ვექტორული პოტენციალის ფურიე კომპონენტია. 

1.20. ( )
2

23
cos

sin3














 −= krr
k

kr

kR
kF  

1.21. ( )
2

4

22

4

1












=

− kr

ekF
π
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1.22. 
2

22

2

2

2

2

1

2
































Γ







 −Γ

−
= −nak

m
n

n

n 

απσ  

1.23. ( ) ( ) −−= ρρ
π

ϕ ρ 2

2 2
deU

k

m
f qi




, სადაც ( )zx,=ρ  ორგანზომილებიანი 

რადიუსვექტორია, dxdzd =ρ2 , ხოლო ϕ  გაფანტვის კუთხეა xz  სიბრტყეზე. 

ორგანზომილებიან שემთხვევაשი გაფანტვის ამპლიტუდის განზომილებაა ფესვი 

სიგრძიდან, ხოლო ϕσ dfd
2=  გაფანტვის კვეთას სიგრძის განზომილება გააჩნია. 

1.24. 42

22

4 π
σ gm

d

d =
Ω

;  4

22

π
σ gm=  

1.25. 4

222

0 9

emA

d

d =
Ω =θ

σ

   

1.26. ( ) ( ) ( )( )02
0

0
0

10
qff

fq
R −=  

1.27. მცირე მანძილებზე V პოტენციალს 
3

2
−

N

r -ის მსგავსი სახე აქვს. 

1.28. ( ) ( ) ikzVe
m

rvk
2

22 2


=+∇

 

1.29. გრინის ფუნქციაა: 

              
( ) xkiexG

2

1−=
 

 :რედინგერის განტოლება ინტეგრალური სახით ასე იწერებაש

( ) ( ) ( ) ( ) 00020
0 dxxxVe

k

im
xx xxik ψψψ 

∞

∞−

−−=


 

სადაც ( )x0ψ  :რედინგერის ერთგვაროვანი განტოლებისש

( ) 00
2

2

2

=







+ xk

dx

d ψ  

ამონახსნია.                                            
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1.31. ბორნის მიახლოებაשი:  

( ) ( ) drrVqr
q

m
dVrVe

m
qf rqi )(sin

2

2 0
22  

∞
− −=−=





π
                    (1) 

და თუ ( ) ( ) Ω= dqfE
2σ , სრული კვეთის გამოსათვლელ ფორმულაשი ϕθ ,  კუ-

თხური ცვლადებიდან გადავალთ ( )θcos12 22 −= kq , ϕ  ცვლადებზე, მივიღებთ: 

( ) ( )=
2

8

0

22
2

2



mE

dqqf
m

EE
πσ                                        (2) 

საიდანაც უკვე ჩანს დასამტკიცებელი ტოლობის სამართლიანობა. 

1.32.  ა)  ( )
2

2
0

0

sin2

k

kRmRV
k −=δ                                             (1) 

ბ) ( ) ( )222
0

3

0 41

4

Rk

kUmR
k

+
−=


δ                                                                            (2) 

ნელი ნაწილაკებისათვის, როცა სრულდება პირობა 1<<kR , გაფანტვის სრული 
კვეთა გამოითვლება ფორმულით: 

( )[ ]20 /4 kkδπσ ≈                                                     (3)  

(3) ფორმულაשი უნდა ჩაისვას (1) და (2) ფორმულები. 

თავი 2. გაფანტვის ფაზური თეორია 

2.2. ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 
∞

=

∞

+







−+=

0 0

2
2/12

cos12
l

ll
B PrdrkrJrU

k

m
lf θπ


  

2.3. ა) ( ) ( ) 01
21

22
2

2

2

=











 ++−+ rll

g

r
k

dr

d
klχμ


. 

ამ განტოლების რეგულარული ამონახსნია ( ) ( )krj
rk

r
lkl ~

222

π
χ = , სადაც   ( )krj

l
~  

ბესელის სფერული ფუნქციაა, ხოლო l
~

განისაზღვრება שემდეგი თანაფარდობი-

დან:  ( ) ( )
2

2
11

~~



g
llll

μ++=+ . 

2.4. ა) 
constEkd

d

=

∝∝
Ω θ

σ 11
2

      
      გ) ( )2/sin

1

4 224

222

θ
μπσ
k

g

d

d


=

Ω
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2.5.
 

( ) ( ) ikrikr
k e

r

Ef
er +=Ψ+ 

0
 

( ) ;
1 0

0

ika

a
Ef

+
−=  ( )

2
0

2

2
02

1

4
Im

4
4

ak

a
Ef

k
f

+
===

πππσ , სადაც 0a  არის გა-

ფანტვის სიგრძე. 

2.6. ( ) ( ) ( )[ ]
∞

−=
0

0

2

2sin
2

dkkk
dk

d
kr

mr
rU δ

π


       

2.7. ა) ( )
2r

rU
γ= ;  ბ) ( ) ReeUrU /

0
−=        

2.8. ( ) ( ) ( ) ( )
∞

+−−=
0

2
2/12

1 rdrkrJrU
m

k l
lB

l


πδ            

2.12. ( ) ( )
τ

ετ

τ

π
3

2
0

2

2

0

44

2

00
)2(

~

8
, d

ik

kUm
kkf  −−

−
=






;  ( ) ( )

π
σθ

4
0,)2( Ek

Ef B== . 

ეს თანაფარდობა წარმოადგენს ოპტიკურ თეორემას שეשფოთების მეორე რიგשი.  

2.13. ( ) ( )
∞

−∞=

−=
m

imi ee
ki

f m ϕδ

π
ϕ 1

2

1 2 ; 
∞

−∞=

∞

==
m

mk
df δϕσ 2

2
0

2
sin

4
 

2.14. ( ) σ
π8

0Im
k

f =
 

2.15.
  

( ){ }
( )

( )
( )2/sin2

2/sin
;

2
;

2/sin

sin

2

2/1exp
2
0

2
00

ϕπϕ
σ

π
λ

ϕ
πλ

π
ϕ

k

ce

d

d

c

e

k

mi
if





Φ=Φ=−=
             

სადაც 0m -ით აღნიשნულია  m მაგნიტური რიცხვის ის მნიשვნელობა, რომელიც 

ჯერ კიდევ მეტია λ -ზე. 

2.16. ა)  ( ) ( ) ( ) 
∞ ∞

∞→ ∝−≈





 −−=

0 0
2

2
2

1

2
sin

2

k
drrU

k

m
dr

l
krrU

k

m
k kl



πδ  

ბ)  ( ) ( )

∞

−
−

+−
∞→ ∝−=

0

2
1

2
2/12

2
ν

ν
ναπδ k

x

xJ
k

m
k l
kl


  

გ) kR
k

m
l ln

2

αδ −∝     



97 

2.19. ( ) 00 krk −=δ ;  ( ) 00
00sin

1 ikrikr erkre
k

kf −− ≈= ;   

         2
00

22 sin rkrk
d

d ≈=
Ω

−σ
; 2

00
2

2
4sin

4
rkr

kT ππσ ≈=  

2.20. ( )
0

0

0

0

0
0

1

sin
cos

sin
cos

kr
kr

kr
kr

kr
kr

ktg
+

−
=δ

        

 

2.22. 
 

ltgδ  lδ  lδsin  

L 0=l  -1,56 -1,00 -0,84 

 1=l  -0,22 -0,22 -0,22 

 2=l  -0,02 -0,02 -0,02 

2.23. ( ) 1
2

10100
22

,0

sin9cossinsin6sin δδδδδδσ
π

+−±=
Ω

a
d

d
 

ამ ფორმულაשი ისარგებლეთ წინა ამოცანის ცხრილით. 

სრული კვეთა მოიცემა ამ თავის שესავალი ნაწილის (II.3) ფორმულით, რომელიც                    
1;1,0 −== akl -თვის שემდეგ სახეს ღებულობს:

    [ ] 2
1

2
0

22 854,0sin3sin4 aa πδδπσ ≈+=
 

2.25. ა) 1
2

0 <<−=
π

δ ka
tg ;    ბ) 2

0

64
a

π
σ =

 

2.26. ა)
 

20
0

64
)( as

π
σ == ;       ბ)

 

2
0

16
a

π
σ =

 

2.27.  ( ) ( )
∞

=

+=
0

)(cos12
1

l
ll

likz Pkrjil
kr

e θ  

2.28. ( ) 
∞

−=
0

2
2

2
Udr

k

m
ll δχδδ


 

2.29.დისკრეტული სპექტრი განისაზღვრება განტოლებიდან:
 

( )
m

k
EaJ n
nakn 2

;02
22

2

−==λ                                       (1)        

სადაც  

2
2

2
02 2

;
2



mE
k

mU
==λ                                            (2) 
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0δ  – გაფანტვის ფაზა განისაზღვრება שემდეგი ფორმულით: 

( )
( )

( )
( )

χδ

λ
λ aaki

aki

akii e
aki

aki

aJ

aJ
e n ln4

2

22

12

12

2

2 −

− +−Γ
+Γ=                             (3) 

ბმულ მდგომარეობას שეესაბამება წმინდად წარმოსახვითი nikk =  მნიשვნელობა 

(ამ שემთხვევაשი ენერგია უარყოფითია). 
2.30. s  ტალღის წვლილი გაფანტვის სრულ კვეთაשი მოიცემა ფორმულით:  

                                         

2

2

2

2
1

12





mEamE +
= πσ  

თავი 3. იოსტის ფუნქციები და რეჯეს პოლუსები. ლიპმან-שვინგერის 
განტოლება 

3.3. ( ) 



 ±=± 000 sincos0 Kr

K

k
iKrekF ikr ;  

( ) ( )
( )

02

00

00

0

0
0 sincos

sincos ikre
KrikKrK

KrikKrK

kF

kF
kS −

−
+=

−
=  

სადაც     
2

02
2

2 )(2
;

2



VEm
K

mE
k

+
==  

3.7. ბარგმანის ზოლი განისაზღვრება שემდეგი არით: 

( )
00 2

1
Im

2

1

r
k

r
<<−  

3.10. ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )xhxgxj

xjagm
kA

kahkajUka

ekaaj
aR

ll

l
l

ll

ki
l

kl

l

++ −
=

−
=

1
;

1

2

0
2,

δ

; 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )xhxgxj

xjigx
kS

ll

l
l +−

+=
1

2
1

2

 

3.11. ( )12
1

00 += l
a

U  

3.27.  ( ) ( )
( )kK
kgm

kfkkf
+

−=≡
12

)(,
2

20




π
λ

 

სადაც ( ) ( )
 −−

=
ες
ςς

π
λ

ik

dgm
kK

22

32

234 
 

გაფანტვა იზოტროპულია და ამიტომ სრული კვეთაა ( ) 2
4 fE πσ = . 
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თავი 4. ნელი ნაწილაკების გაფანტვა.  რეზონანსული მოვლენები 
გაფანტვისას 

4.1. 3<ν -თვის ( ) ( ) 2
sin2;

2/cos1
;

23

θ
πνν

απ
νν

ν kq
m

C
q

C
f =

−Γ
== − 

 

       ამიტომ სრული კვეთა იქნება: 

( ) 
−

−−

−

→
∞→∝

−







≈=

π

νν

ν

νπθθπσ
0

1

1
33

32
2

0

2 1

14
2sin2

Ez

dz

mE
Cdf

E


    

3=ν -თვის qR
m

f ln
2

2

α≈  და სრული კვეთა იქნება: 

  ∞→=Ω≈Ω= kR
m

kRd
m

df 2
4

22
2

4

22
2 ln

16
ln

4



απασ  

4.2.      ( ) [ ] 122
11

12 ... ++ ∝++≈ llB
l kkBAkkδ                                                           (1) 

სადაც  

( ) ( ) ( ) 2212
0

42

0

22

2/32
;

32
;

+Γ
−=

+
−== +

∞
+

∞
+  l

m
cdrrrU

l

c
BdrrrUcA

ll
lll

ll

π
 (2) 

4.3. ექსპონენციალურად დაცემადი პოტენციალებისათვის არ არის არავითარი 

ეზღუდვა lש -ზე.  

უსასრულობაשი ν
α
r

U ≈  კანონით დაცემადი პოტენციალებისათვის გვაქვს სამი 

 :ემთხვევაש

ა) 
2

5−<νl -თვის წინა ამოცანის (2) ფორმულაשი שემავალი ინტეგრალები კრება-

დია ინტეგრაციის ზედა საზღვრებზე და la  გაფანტვის სიგრძისა და  lr  ურთიერ-

თქმედების ეფექტური რადიუსის שემოღება שეიძლება. 

ბ) 
2

3

2

5 −<≤− νν
l -თვის მეორე ინტეგრალი წინა ამოცანის (2) ფორმულაשი გან-

-ეგვიძლია, ანუ ნელი ნაწიש ემოტანა მაინცש ლადია, მაგრამ გაფანტვის სიგრძისש

ლაკებისათვის კვლავ שეიძლება დაიწეროს: 12 +−≈ l
ll kaδ . 

გ) 
2

3−≥νl -თვის უკვე აღარ שეიძლება 12 +−≈ l
ll kaδ  დაწერა, ანუ la  გაფანტვის 

სიგრძისა და  lr  ურთიერთქმედების ეფექტური რადიუსის שემოღება שეუძლებელია. 
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4.4. 
2

3−<νl -თვის გვაქვს: 12 += l
ll kAδ . 

2

3−≥νl -თვის გვაქვს: 


∞

+−
−−≈
kR

ll dxxJ
x

k
m

)(
1 2

2/11
2

2 ν
ναπδ


                                 (1) 

2

3−>νl -თვის (1)-שი שეიძლება ინტეგრების ქვედა საზღვარი שეიცვალოს ნულით 

და მიიღება: 

( )
2

21
2

2

1

2
2

2

3
1

−

− 





 ++Γ






Γ







 −+Γ−Γ

−≈ ν

ν νν

νν
απδ k

l

l
m

l


                              (2) 

2

3−=νl -თვის (1) ინტეგრალი განשლადია ქვედა საზღვარზე და  ფაზურ წანაცვ-

ლებას שემდეგი სახე აქვს: 

                                    ( ) kRk
l

m l
ll ln

2/32
12

212
+

+ +Γ
≈ απδ  

4.5.  
2

3

2

5 −<<− νν
l -თვის გვექნება: 

( )
∞

+

+

+−
−+









+Γ

−−≈+
0

212

12
2

2/11
2

2
12

2/32

1
dx

l

x
J

x
k

m
ka

l

l

l
l

ll ν
ναπδ


           (1) 

2

5−=νl -თვის გვექნება: 

( ) ( ) kRk
ll

m
ka l

l
l

ll ln
2/3322

32
212

12 +
+

+

+Γ+
−≈+ απδ                       (2) 

კერძოდ, უსასრულობაשი 4/ rU α≈ დაცემის მქონე პოტენციალებისათვის (ანუ 

4=ν ), 0=l -თვის, (1) ფორმულიდან მივიღებთ: 

                    
∞

+ =







−−≈+

0

2
2

2

3
2

2
12

3

2sin12
k

m
dxx

x

x

x
k

m
ka l
ll



απαδ  
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და ეფექტური რადიუსის გაשლის (IV.1) ფორმულის მოდიფიკაციას שემდეგი სახე 
აქვს: 

( ) k
a

m

a
kkctg

2
0

2
0

0

1



απδ +−≈  

4.6. ა) Rtga 





 −= λ

λ
1

10  ;    ბ) Ra
2

2

0 1 λ
λ
−

−= ;        

გ) ( ) ( ) ( )



 −= λγλλ
πλ

π
2ln2

2

2 00
0

0 NJ
J

R
a  

4.7. ა) 





= πξξ

2

1
0 Rctga ,    სადაც 21 λξ += ;     ბ) Ra λ=0  

4.8.  

1

22

22
22

0 ln2

−













−−
−+−=
bcc

bcc
bca                                                                (1) 

bc = -თვის (1)-დან მივიღებთ ca =0  და 24 cπσ = ანუ ცნობილ שედეგს cR =
რადიუსის მქონე აბსოლუტურად שეუღწევად სფეროზე გაფანტვისას. 

bc >> -თვის (1)-დან მიიღება: 

( ) ( ) ( )( )2
2

0
/2ln

4
0;

/2ln bc

c
E

bc

c
a

πσ ≈=≈  

4.9.  

b

c
cb

a
arccos

22

0

−=

  

4.10. 
20

2



αm
a =

 

4.11. 






 +=
α

α
m

bm
a

32
1

2
20



  

4.12. ( )







−++= 2

12

2
1

20 58
6432

1
2

bb
mm

bm
a

αα
α 

  

4.13. ( ) νν
α

ν
ν
ν
ν

ν bm
a +








−






−
−Γ






−
−Γ

=
−

−
2

2

0 2

2

2

1
2

3
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სადაც ( )zΓ  გამა ფუნქციაა. 3→ν  ზღვარשი ∞→0a , რაც იმ ფაქტის გამოხა-

ტულებაა, რომ 3/ rV α= პოტენციალისათვის ნაწილაკების გაფანტვის კვეთა 

0→E ზღვარשი უსასრულობისაკენ მიისწრაფვის. 

4.14. 











+








= C

RmU
Ra 2

2
ln

2

2
0

0
  

სადაც  ...5772,0=C  ეილერის მუდმივაა. 

4.15.     
[ ]
[ ]

( )
( )

s

m
s

s

s

s

s
a

2

20

2

4/2/sin

4/2/sin

1

1









+−
++

+Γ
−Γ≈



α
ππτ
ππτ

                                     (1)

 

სადაც  ( ) γτ
ν

+−=
−

= 
∞

drrmUs
0

2
1

;
2

1


 და ( )β

πβγ
−

−=
24

 

გაფანტვის სიგრძე უსასრულო ხდება პოტენციალის პარამეტრების იმ მნიשვნე-

ლობებისათვის, როდესაც ორმოს სიღრმის მომატებისას, მასשი ჩნდება დისკრე-

ტული სპექტრის ახალი დონე. 0=l -თვის ეს ხდება მაשინ, როცა სრულდება שემ-

დეგი პირობა: 

( ) ( ) ( ) 






 −
−

+
−

+=−
∞

4

1

22

1

24
2

1

0 νβ
βπ NdrrmU


                  (2)    

სადაც ,...2,1=N  გაჩენილი ახალი დონის რიგის ნომერია. 

 ამოცანის პირობაשი მითითებული პოტენციალებისათვის  

0== βγ   და (1) ფორმულიდან მიიღება: 

ა) ξξctgRa =0 ;   ბ) 





= ξπξ

20 ctgRa , სადაც 
R

m



αξ 2= .            

4.16. ( )[ ] ( )S
llnln aQl

m
E

rr

22
2

!!12
2

+=Δ 
 

სადაც lnr
Q კოეფიციენტია lnr

R რადიალური ფუნქციის სათავეשი ყოფაქცევის 

ფორმულაשი. კერძოდ, ( ) l
ln

r
ln rQrR

rr
≈

→0

. ასე მაგალითად, 0=l  მდგომარეობები-

სათვის ( )04 22
nsnsQ Ψ= π . 

,2/1,4 ==ν s
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4.17.    ( ) ( )
∞

+−=Δ
0

222
2

2
drrUrQ

k

m
S

l
kl

S
l


δ                                                                (1) 

როგორც მოსალოდნელი იყო, (1) გამოსახულებაשი ინტეგრალი გამოისახება გა-
ფანტვის სიგრძის საשუალებით ბორნის მიახლოებაשი (იხილეთ წინა ამოცანა). თუ 
მას שევცვლით ზუსტი გაფანტვის სიგრძით, მიიღება: 

( ) ( )[ ] ( )
k

Q
al klS
l

S
l

2
2!!12 +−=Δδ                                               (2) 

4.18.მოცემულ პირობებשი გაფანტვის ამპლიტუდას שემდეგი სახე აქვს: 

SCoulumb fff +≈ ;   ( )
( )S

SCoulumb af
k

mZe
f 0222

2

,
2/sin2

−=±=
θ

               (1) 

ამიტომ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა მოიცემა ფორმულით: 

( )
( )( )

( )

( )2/sin2/sin

1

2 22
0

2
2

04

2

2

2

θθ
σ

mv

aZe
a

mv

Ze

d

d S
s +








=

Ω
                     (2) 

ბოლო წევრი (2) ფორმულაשი שეესაბამება კულონური და მოკლე ქმედების პო-

ტენციალის ინტერფერენციას და დამოკიდებულია ( )Sa0  გაფანტვის სიგრძის ნი-

 .ანზეש

4.19. ა) ( ) ( ) AR
ll

a l
l =

+−
= +12

!!12!!12

1
 ;     ბ) 2

2
;

12 

Rm
A

l
al

αξ
ξ

ξ =
−−

=  

4.20. 
( )
( ) ;

2/1

2/1 A
J

J
a

l

l
l λ

λ
−

+−=
2

2
02



RmU
=λ  

4.22. ა) Rr
3

4
0 = ;  ბ) Rr =0  

4.24. 
( ) ( )

1,
32

!!12!!324 21 >>
+

+−−= − lR
l

ll
r l
l

 

4.25. ა) kR−=0δ ;  ნელი ნაწილაკების სრული კვეთა, როცა 1<<kR მოიცემა 

ფორმულით: 

( ) 





 −≈=≈ =

222
0

2
20 3

1
14sin

4
RkR

k
kl πδπσσ  

ბ) აქაც שეიძლებოდა ( )k0δ  გვეპოვნა שრედინგერის განტოლების ზუსტი ამოხს-

ნიდან, მაგრამ უმჯობესია ნელი ნაწილაკების გაბნევა განიხილოთ (IV.1) ეფექ-
ტური რადიუსის გაשლის ფორმულის გამოყენებით. მიიღება: 
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20

2~,
1~

~



RmR
a

αα
α
α =
−

= ,  2
04 aπσ ≈  

4.26.     ( ) ( ) 2
12 2~,~12

~

!!12!!12

1



Rm
R

lll
a l
l

αα
α

α =
−++−

−= +                              (1) 

სანამ α~ არ არის ახლოს 12 +l -თან, გაფანტვას აქვს არარეზონანსული ხასიათი 
და ნელი ნაწილაკებისათვის: 

( ) l
ll kal 42124 +≈ πσ                                              (2) 

  თუ α~  ახლოსაა 12 +l -თან, მაשინ გაფანტვას რეზონანსული ხასიათი აქვს და 
ეფექტური რადიუსი მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( )
32

!!12!!324
21

+
+−−≈

−

l

R
llr

l

l                                     (3) 

ენერგეტიკული სპექტრი განისაზღვრება ( ) ( )ictgk
Ef

l
l −

=
δ
1

 პარციალური ამპ-

ლიტუდის პოლუსებით. lE  პოლუსשი მიიღება iEctg l =)(δ  და ეფექტური გაש-

ლის (IV.1) ფორმულის საשუალებით  მიიღება განტოლება: 

212

2

11
Rl

l

l
R kr

a
ik +−=+                                            (4) 

1>>l  ეგვიძლიაש ი (4) განტოლების მარცხენა მხარე მცირეა დაשემთხვევაש 
იტერაციების ჩატარება. „ნულოვან“ მიახლოებაשი (თუ უგულებელვყოფთ (4) გან-
ტოლების მარცხენა მხარეს), მიიღება:  

( )( )( )
( ) 2

22

124

~123212

mRl

lll

amr
E

ll
R



+
−++−≈≈ α

                           (5) 

ამ שემთხვევაשი, ნელი ნაწილაკების გაფანტვისას ( ) 1−≈ ll kctgf δ და პარციალუ-

რი სრული განივკვეთი იქნება: 

( ) ( ) ( ) ( )2

4

22

4
2

124124
R

l

l
ll

EE

k

rm
lflE

+
+≈+= ππσ                      (6) 

0<la -თვის (ანუ, როცა 1,12~ >>+< llα ) სიტუაცია იცვლება. ახლა, (5)-ის თა-

ნახმად, 0>RE  და (4) განტოლების მარცხენა მხარე წარმოსახვითია. שემდგომი 

იტერაცია საשუალებას იძლევა მიიღოთ ამპლიტუდის პოლუსის წარმოსახვითი 

ნაწილი 2/RRl iEE Γ−= , რომელიც განსაზღვრავს კვაზიდისკრეტული მდგომა-

რეობის სიგანეს: 
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( ) RR
l

R
l
R

l
R mEk

mR
Rkk

rm
2

1
,

2
2

2
1212

2



 =≈≈Γ ++                     (7) 

ამ שემთხვევაשი გაფანტვის პარციალური ( )Elσ  კვეთა  ენერგიებით, რომლებიც 

ახლოს არიან RE -თან, RΓ სიგანით, მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 

( ) ( )
( )

4

12
2

2

2

2
R

R

R
l

EE
k

l
E

Γ+−

Γ+≈ πσ                                     (8) 

4.27. ( )[ ]
( ) ( )( ) 

∞ ∞

−≈−=
− 0 0

200
2

2

!!122
drUdrU

mal
lll

l

χδχχδ
 

სადაც ( )0
lχ და lχ -რედინგერის განტოლების რეგულარული ამოხსნებია ნულოש 

ვანი ენერგიით ( )rU0  და ( ) ( )rUrU δ+0  პოტენციალებისათვის. 

4.28.  ა) 
a

ka
tg

0

2
0

0 1 γ
γδ
+

−≈ ,   სადაც 
a

KctgKa
1

0 −=γ       

( )
a

aka
tg

1

1
3

1 2

1

3 γ
γδ
+
−−≈ ,   სადაც 

aKactgKa

aK 2

1

2

1 −
−

=γ   

ბ) გაფანტვის სრული კვეთა მოიცემა ფორმულით: 

( )
∞

=

+=
0

2
2

sin12
4

l
ll

k
δπσ  

და ამ ჯამשი, ამოცანის პირობების გამო, ვინარჩუნებთ მხოლოდ 0δ -იან წევრს. 

ამიტომ: 

( )
( ) 2

2
2

0

42
0

0
2

2
14

1

4
sin

4






 −=

+
=≈

Ka

Katg
a

a

a

k
π

γ
πγδπσ  

4.29. ა) s ტალღებისათვის რეზონანსული გაფანტვა ხდება, თუ სრულდება 
პირობა: 

( ) ..2,1,0;
2

12 =+= nnKa
π

 

p ტალღებისათვის რეზონანსული გაფანტვა ხდება, თუ სრულდება პირობა: 

..2,1,0; == nnKa π  

  4.30. 
( ) 22

0
22

2

2 







−+

=
Ω ka

ak

a

d

d

ξ

σ
, სადაც 1<<ka და ( )akactgk 000 =ξ  
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4.31.  
( ) 22

1
6

264

2
)(

cos9
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=
Ω ka

ka
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d

d

ξ

θσ
 

4.32. a
mV

a
mV

tg


00 22
=










4.34. ( )205

2
kr

A

B =  

4.35. ( )42

9

4
aa λπσ = , სადაც 


02mU

=λ . 

4.36. 24 aπσ =  

4.37. 

( )
32;

2
cos1

3

2
<<

−Γ
=

−

n
n

n

qm
f

n

π
βπ


 

q

constm
f ln

2
2

β−=  ; 3=n  

სადაც kkq
 −′= გადაცემული იმპულსია, რომლის სიდიდეა 

2
sin2

θ
kq = . 

4.38. 
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4.39. ( ) ( ) ( ) ( )



 −= aJaaN

aJ

a
f λγλ

π
λ

λ
π

2ln
2

2
2 00

0

 ამ ფორმულაשი 0J და 0N ბესელის პირველი და მეორე გვარის ბესელის ფუნ-

ქციებია, ხოლო ...78,1== Ceγ , სადაც C ეილერის მუდმივაა. 

4.40.  +−=
4

2
2

2
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m
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m
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rdrdrrrUrU 2  

4.41. 
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2
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π
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4

2
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1
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2
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2

2
2

π
γ

ππσ
+

==

kr

k
f  

4.42. ( )
∞

−=
0

2
00 12 drr χ ,სადაც 0χ  ტალღური ფუნქციაა ar ∝ არეשი და, ამას-

თან, 10 →χ , როცა ∞→r . 
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4.43. ( ) 
∞

−=
0

2
2

2
Udr

k

m
ll δχδδ


 

4.44. 
0

1

λ
=a , სადაც 



1

0

2 Em
=λ , ხოლო 1E  ორმოשი დონის ენერგიაა.  

         ar =0  

4.45. ( ) >+−
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a

ka
kdk

d
adr

0

0
02 02sin

1
2 δδχ   

ამ ფორმულის მარცხენა მხარე დადებითი სიდიდეა და ამიტომ მარჯვენა 

მხარეც დადებითი სიდიდე უნდა იყოს, რაც, თავის მხრივ, שეზღუდვას ადებს 0δ
გაფანტვის ამპლიტუდას.     

4.48.   
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0
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2
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sin4
sin
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qk

δ
α
πδπσ                                                                    (1) 

სადაც  q
k =
α2

                                                                                                        (2) 


−

=
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1
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2

2
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q
arct

πδ ,    თუ m2=λ                                                          (3) 


=
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m
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q
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2

1
0

2δ ,        თუ 12 += mλ                                                      (4) 

4.49. 
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μ
βμδ

2

20 ln
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−= ;   

22

4
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0 ln
16









=
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a

μ
πμσ 


 

1>>l -თვის:  

                                        
( )

( )224

22

1
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+
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πμσ  

4.50. 1<<k  პირობებשი განიხილება მხოლოდ S ტალღები, რომელთათვის 
გაფანტვის ფაზური წანაცვლებაა: 
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2
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1
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 −−+−= ss

ka ψψψδ                       (1) 
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s

μμ 2
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1
1
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2

1
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3
0 =−+=                                  (2) 
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ხოლო ( ) ( )x
dx

d
x Γ= lnψ , ( )xΓ  ფუნქციის ლოგარითმული წარმოებულია. 

სრული კვეთაა: 
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2

2

2

1

2

1

2

1

2

1
12ln4 
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 −−+−= ss

a ψψψπσ                    (3) 

4.51. ფაზური წანაცვლებაა: 
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2
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1
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1
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 −−+−= ss

ka ψψψδ                        (1) 

სადაც  



E
k

aV
s

μμ 2
,

2

18
1

2

1
2

3
0 =−−=                                 (2) 

ხოლო ( ) ( )x
dx

d
x Γ= lnψ , ( )xΓ  ფუნქციის ლოგარითმული წარმოებულია. 

სრული კვეთაა: 

( )
2

2

2

1

2

1

2

1

2

1
12ln4 














 +−






 −−+−= ss

a ψψψπσ                (3) 

თავი 5. სწრაფი ნაწილაკების გაფანტვა.   ეიკონალის და კვაზიკლასიკური 
მიახლოებები  

5.2. ( ) ( ) 







−+−=























−−=

R

Rd
R

E
0

2
2

2

2

1cossin
2

121cos14 ξξξ
ξ

πρρρξπσ      (1) 

სადაც  

2
02

k

RmU
=ξ                                                   (2) 

1<<ξ -თვის  שემთხვევაשი  (1)-დან მიიღება ბორნის მიახლოების שედეგი: 

( ) 2
2

22
02 R
E

RmU
RE ππσ <<








≈


                                (3) 

ხოლო 1>>ξ -თვის მიიღება: 

( ) 22 RE πσ ≈                                                   (4) 

5.3. 
22

0
0

2
;



mE
k

k

maV
==δ
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5.5.    ( ) ( ) 1

1

2

2

1

2
sin2 −

−
∝

























Γ







 −Γ

Γ= ν

μ

ν

ν
αππλλπσ E
v

E


                                    (1) 

სადაც:  

1

3

−
−=

ν
νλ ;  

1

2

−
=
ν

μ                                               (2) 

5.7.   ( ) ( ){ }0022
,exp

2
, ϕρ

α
iS

q

m
iqEf


−≈                                                                (1) 

სადაც: 

ϕρα
cos

2
ln

2
qR

Rv
S −=


                                          (2) 

ხოლო 
vq

α
ρ

2
0 =   და 00 =ϕ , როცა 0>α ;  πϕ =0 , როცა 0<α  

5.8.  

                     

( ) ( ) ( )

{ } ⊥⊥⊥
⊥

⊥
⊥

⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

−





 +−






 ++
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−=

 ττττ
π

2
21
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exp
2

,
2

,
2

2
exp,

2
exp,,

dai
q

kf
q

kf
k

i

aq
i

qkfaq
i

qkfqkf









                    

სადაც ⊥⊥ τ
,a  ვექტორების მდგენელებია, რომლებიც მართობია დაცემული  ნა-

წილაკების 0n


იმპულსის, ხოლო 1f  და 2f  ცალკეულ ცენტრებზე გაფანტვის ამ-
პლიტუდებია.  

5.9. ( ) ( ) ( ) ⊥⊥⊥⊥ −++= ττττσσσ 2
21221 ,,2Re

2
dkfkfF

ktot  

სადაც 21, σσ სამიზნეს თავისუფალ ნაწილაკებზე გაფანტვის კვეთებია, ხოლო:  

( ) ( ) 





−Ψ= rdrq
i

rqF


2
exp

2

0  

      .ედგენილი სისტემის ფორმფაქტორიაש

5.11. ( ) ( )( ) ( ) ,12cos,
0

0
∞

−−= ρρρθρδθ dkJikkf
   

( ) ( )
∞

∞−

−= dzzU
v

,
2

1 ρρδ 


 

გაცვლითი და ჩვეულებრივი პოტენციალების გაფანტვის სრული კვეთები ერთ-
მანეთს ემთხვევა. 
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5.12. 
( )
θ
θkRJ

iRf 1≈ ; ( ) 22

4

1
RkR

d

d ≈
Ω
σ

 

5.13. 






−−=

2
sin2exp

2

θ
ikRR

i
f ;     

4

2R

d

d =
Ω
σ

 

5.14.  



 −−+=

22
2

2

2cos2sin

2

1
12

ν
ν

ν
ν

ν
πσ a                                                         (1) 

სადაც:   
v

aU


0=ν  

5.15.   ( ) −=
πν

πσ
0

2 cos12
u

du
ua                                                                            (1) 

სადაც:    
v

aU


0=ν                                                                                                     (2) 

1<<ν  მნიשვნელობებისათვის (1)-დან მიიღება: 

2

22νπσ a=                                                    (3) 

1>>ν  მნიשვნელობებისათვის (1)-დან მიიღება: 

( )Cea πνπσ ln2 2=                                            (4) 

სადაც C ეილერის მუდმივაა. 

5.16.    გაფანტვის ამპლიტუდა მოიცემა ფორმულით: 

c

ek

q

i
f

2
sin

2 Φ=
π

                                             (1) 

სადაც Φ მაგნიტური ველის ნაკადია. ამიტომ დიფერენციალური კვეთა იქნება: 

2
22

2
sin

2

θ
θ

π
θσ d

c

e

k
dfd



Φ==                                   (2) 

როგორც (2)-დან ჩანს, დიფერენციალური კვეთა მაგნიტური ველის პერიოდული 

ფუნქციაა და გაფანტვის სრული კვეთა უსასრულობაა ( 0→θ -ის გამო), მიუხე-
დავად იმისა, რომ ველი მოქცეულია სივრცის სასრულო არეשი. ორივე ეს ეფექტი 
წმინდა კვანტური ეფექტია.  

5.17. 
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αδ  

სადაც Γ  გამა ფუნქციაა.  
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 5.18. 
1
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αππσ  

სადაც Γ  გამა ფუნქციაა.  

3=n -თვის უსასრულობების რეგულარიზაციით მიიღება: 

v

απσ
22=  

5.19. ( )lθ  ფუნქციის 0ll =  ექსტრემუმის წერტილის მახლობლად lδ ფაზას שემ-

დეგი სახე აქვს: 

30
0 62

l
l

l ′+
′

+≈ αθδδ                                           (1) 

სადაც ( ) 000 , llll −=′=θθ . გაფანტვის ამპლიტუდა მოიცემა ფორმულით: 
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= ldlli
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θ               (2) 

სადაც 0θθθ −=′ . (2) ინტეგრალი გამოისახება ( )xΦ ეირის ფუნქციებით და საბო-

ლოოდ გაფანტვის დიფერენციალური კვეთისათვის მიიღება שემდეგი ფორმულა:  

θ
α
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 ′
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თავი 6.  სპინის მქონე ნაწილაკების  გაფანტვა 
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6.2. ( )
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f , სადაც 
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6.3.  ( )νσθβ ̂
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6.4. ( ) σ̂ˆ)(ˆ
10


lrUrUU +=  ურთიერთქმედების ოპერატორის ერმიტულობიდან  

გამომდინარეობს ( )rU 1,0  ფუნქციის ნამდვილობა, რის გამოც ნამდვილია 

( )qU 1,0 , მათი ფურიე კომპონენტები და, שესაბამისად, ნამდვილია ბორნის მიახ-

ლოებაשი A  და B ინვარიანტული ფუნქციები გაფანტვის ამპლიტუდის გამოსა-
ხულებაשი: 

( ) ( ) σθθ 
vkiBkAf ,,ˆ +=  

ამ თავის שესავალი ნაწილის პოლარიზებული ნაწილაკების გაფანტვის ზოგადი 
(VI.3) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ დაჯახების שემდეგ პოლარიზაციის 

ვექტორი 0=P


, თუ საწყისი ნაწილაკები არ იყვნენ პოლარიზებული, ანუ 00 =P


.                          
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პოზიტრონების გაბნევისას პოლარიზაციის ვექტორს საწინააღმდეგო მიმართუ-
ლება აქვს. 
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ამ ფორმულაשი გასაשუალოება ხდება საწყისი ცენტრების სპინური მდგომა-
რეობების მიხედვით.      

6.10. S  მატრიცის უნიტარობის პირობიდან მიიღება ოპტიკური თეორემა: 

( )ασ
π

αα ,
4

,ˆ,Im p
k

pfp tot

 =  

სადაც kp



 =  დაჯახებული ნაწილაკების ფარდობითი იმპულსია, ხოლო α ახა-

სიათებს მათ სპინურ მდგომარეობას.        

6.11.  ა) [ ] ( ) 0sin33sin1 21 =−=+ gletgletσσ 
    

[ ] ( ) triplettriplettriplet 4131 21 =+=+ σσ 
    

ბ) ( ) 0;0 0
0 == =stg σδ  

6.12. ა) გაფანტვის ამპლიტუდა მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( )θδθ δ cossin
3
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k
f i=                                         (1) 

ანტისიმეტრიზაციით მიიღება: 

( ) ( ) ( ) θδθθπθσ 2
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2
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             (2) 

ბ) სრული კვეთა არაპოლარიზებული ნაკადისათვის მოიცემა ფორმულით: 
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6.13. 
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( ) PABBA

ABPABPBPBA
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+++−
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Re2Im22
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ამ ფორმულაשი A , B  და ν სიდიდეები განმარტებულია ამ თავის שესავალი 
ნაწილის (VI.1) ფორმულაשი. 

6.14.  
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0
10 ak
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akδ , სადაც 2

0
2
0 /6 mVk =                                             (1) 

იგივური ნაწილაკების გაფანტვის სრული კვეთა მოიცემა ფორმულით: 
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s  ტალღისათვის პარციალური კვეთა იქნება: 
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სრული კვეთა კი იქნება ამ მიახლოებაשი: 
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atot ππσσ                                   (4) 

რადგანაც ნეიტრონები არაპოლარიზებულია, იმის ალბათობა, რომ მათ 

ექნებათ საწინააღმდეგო სპინები (ანუ სრული სპინი, 0=S ), არის 
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( ) 2

0

02 14 







−=

ak

aktg
atot πσ                                           (5) 

6.15. ლუწი ჯამური სპინისათვის: 

( ) ( ) ( )[ ]
∞

=

−+=
4,2,0

2
0 1cos12

1

l

i
l

lePl
ik

F δθθ                             (1) 

კენტი ჯამური სპინისათვის: 

( ) ( ) ( )[ ]
∞

=

−+=
5,3,1

2
1 1cos12

1

l

i
l

lePl
ik

F δθθ                              (2) 

ნელი ნაწილაკებისათვის გაფანტვაשი მთავარ წვლილს იძლევიან მცირე l -ები. 
ლუწი ჯამური სპინისათვის კვეთა სფერულად სიმეტრიულია (ეს თვისება გააჩნ-

და სხვადასხვა ნაწილაკის გაფანტვასაც)  და არ მიდის ნულისაკენ, როცა 0→k .  

თუ ჯამური სპინი კენტია, მაשინ გაფანტვაשი მთავარი წვლილი שეაქვს 1=l
მდგომარეობას. რადგანაც 12 +≈ l

l kδ მცირე  k -ებისათვის, კვეთა ნულისაკენ მი-

ისწრაფვის, როგორც 2E ( 0→E -თვის) და კუთხეზე θ2cos  კანონით არის და-
მოკიდებული.  

6.16. ლუწი ჯამური სპინისათვის დიფერენციალური კვეთა მოიცემა ფორმულით: 
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2
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θ

θθθπθσ     (1) 

(1) ფორმულა იძლევა α ნაწილაკების (რომელთა სპინი ნულია) გაფანტვის 
კვეთას. ელექტრონებისათვის, როდესაც ჯამური სპინი ერთია, დიფერენციალუ-
რი  კვეთა მოიცემა ფორმულით: 
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არაპოლარიზებული ელექტრონების გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა 
მოიცემა ფორმულით: 
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−+=+= d
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2
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2
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θθσσσ       (3) 

6.17.  სინგლეტურ მდგომარეობაשი:  
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რადგანაც ნეიტრონები არაპოლარიზებულია, გაფანტვის კვეთა שემდეგი ფორმუ-
ლით მოიცემა: 

( ) ( )
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222
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2224

2222
0

2

2
cos4

2
sin4

24
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თავი 7. გაფანტვის ამპლიტუდის ანალიზური თვისებები. שედგენილი 
ნაწილაკების გაფანტვა. არადრეკადი გაფანტვები 

7.1.  ( ) ( )( )
∞

−
=

′+−′
′′

=
0 00

2 1

22

1~

EiEmEEEE

EdE

m
Ef



π
                           (1) 

სადაც  

2
0

2

0 2ma
E

−=                                                (2) 

ხოლო 0a ნულოვანი რადიუსის პოტენციალის გაფანტვის სიგრძეა.  

როცა 00<a (არ არსებობს ბმული მდგომარეობები) (1) ემთხვევა გაფანტვის 

ამპლიტუდას: 

( )
mEia

Ef
2//1

1

0 −−
=                                         (3) 
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როცა 00>a (ბმული მდგომარეობების არსებობისას) (1) დადის שემდეგ ფორ-

მულაზე: 

( ) ( )
( )


∞

−′
′′

+
−

−=
000

2 Im1

EE

EdEf

EEma
Ef

π


                           (4) 

7.2. ოპტიკური თეორემის თანახმად: 

( ) ( ) πσ 4/0,Im EkEf =                                         (1) 

მაשინ ამ თავის שესავალი ნაწილის (VII.2) დისპერსიული თანაფარდობიდან 0=E
ენერგიისათვის მიიღება: 

( ) ( ) ( )
 

∞

+−==
0

22 4

2

2
0

E

dEEm
dVrU

m
Ef

σ
ππ 

                       (2) 

ამ თანაფარდობაשი გათვალისწინებულია, რომ განმზიდავი პოტენციალისათვის 

( ) 0≥rU  არ არსებობს ბმული მდგომარეობები. (2)-დან ასევე ჩანს, რომ ასეთი 

პოტენციალებისათვის:   

( ) 00 <=Ef                                                     (3) 

ამიტომ (2) და (3) ფორმულებიდან მიიღება ამოცანის პირობაשი მოცემული უტო-
ლობა.                                                                                                  

7.4. ( ) ( ) 2/1
2/1
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, kRRkf 
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θπ
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7.5. 2
24

1
totel R
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σ ≥
 

7.6. ( ) kR
R
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tot σ
ππ

σσ
π 2

1

4
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1
0,Re
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 −≤  

       ( ) ( )
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ln0,
E

E
ECkEf totσ≤    

7.10.  ( ) ( ) ( ) 122222212 ;
12

1

4

132
, ppq

pqp
ppf

 −=












+
−

+
−=                           (1) 

საიდანაც ჩანს, რომ გაფანტვაשი წამყვანი წვლილი აქვს 1≤q  მნიשვნელობებს 

ანუ p/1≤θ კუთხეებს. ამიტომ (1) ფორმულაשი მეორე שესაკრები שეიძლება 

უგულებელყოფილ იქნეს და გაფანტვის დიფერენციალური და სრული კვეთები 
 :ემდეგი ფორმულებით მოიცემაש

( ) 64224 3

16
;

4/1

4

pppd

d πσ
θ

σ =
+

=
Ω
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7.11.  ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ll

l

B
Vl

Rll
anls

225

22
2 1

2235

0
~

!122
641

++
−+

+=→ πσ                                          (1)                    

სადაც /1 BapV =  დაჯახებული პოზიტრონისა და წყალბადის ატომის ფარდო-

ბითი სიჩქარეა, ხოლო: 

( ) ( )
( )
( )!1

!

!12

2
0

~
2

1

−−
+

+
= +

+

ln

ln

nl
R

l

l

                                   (2) 

რადიალური ტალღური ფუნქციის მნიשვნელობაა კოორდინატთა სათავეשი. 

7.12.  ( )22

42

11
4

8

q

qq
F ss

+
+=→                                                                                           (1) 

3
2

2

21

4

9

24







 +

−=→

q

q
F ss                                            (2) 

p2  მდგომარეობებისათვის ხელსაყრელია, ტალღური ფუნქციის კუთხური ნაწი-

ლი ( )( )nm επ4/3  სახით ჩაიწეროს, სადაც ( ) 1
2 =mε  და მიიღება: 

( )
( )3221

4/9
26

q

qm
iF pms

+
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→
ε

                                        (3) 

7.13.  ( ) ( )
2
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2
112 35
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dqqF

V
ss ss

ππσ ==→ 
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→                                                     (1) 

( ) ( )
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2
2
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2
212

2

444,0
4

21
V

Z
dqqF

V

Z
ss ss

ππσ ==→ 
∞

→                         (2) 

( ) ( ) 



 −=→

60

137
16ln
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2
21 2

210

217

V
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Z
ps

πσ                                    (3) 

სადაც μ/pV =  დაჯახებული ნაწილაკების ფარდობითი სიჩქარეა, ხოლო Ze იმ 

ნაწილაკის მუხტია, რომელიც წყალბადის ატომს ეჯახება. (2)-ის და (3)-ის ჯამი 
გვაძლევს: 

( ) 



 −==→

24

25
4ln

3
44,421

210

2

V
V

Z
ns

πσ                                (4) 

რომელიც – (4) წარმოადგენს დამუხტული ნაწილაკის მიერ წყალბადის ატომის 

აღგზნებული მდგომარეობის სრულ კვეთას 2=n მთავარი კვანტური რიცხვით. 
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7.14. ( )212
21

llnqF +++−
→ ∝  

7.15.   ( ) ( ) ( )qaqEfqEf npnH ,, ≈                                                                             (1) 

სადაც:  
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1
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e
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aqm

rdrVm
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rqa
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q
V




=        (2) 

და ( ) 2
qa  წარმოადგენს  ატომის ძირითად მდგომარეობაשი დარჩენის ალბათობას. 

რადგანაც ( ) 10 =a , ოპტიკური თეორემის და (1) ფორმულის გამოყენებით, 

ვასკვნით, რომ ნეიტრონის პროტონზე და წყალბადის ატომზე გაფანტვის სრული 

კვეთები ერთმანეთს ემთხვევა. (1) და (2) ფორმულებიდან ჩანს, რომ 
2
f

d

d =
Ω
σ

დიფერენციალური კვეთები განსხვავებას იძლევიან მხოლოდ 
e

p
B m

m
qa ≥ -თვის, 

რაც שეესაბამება ნეიტრონების ენერგიას, რომელიც გაცილებით მეტია ატომურ 

ენერგიაზე, რადგანაც pq 2≤ .  

7.16. 

3/222
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v

eZ



πβπσ    

7.17.გაფანტვის სრული კვეთაა: 

22 Rtot πσ =                                                       (1) 

არადრეკადი გაფანტვის კვეთაა (ნაწილაკების שთანთქმის კვეთა): 
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ხოლო დრეკადი გაფანტვის კვეთაა: 

2Rineltotel πσσσ ≈−=                                          (3) 
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ხოლო 
em

k

m

k
v

 2==  ელექტრონულ-პოზიტრონული წყვილის ფარდობითი სიჩქარეა.               

7.19. ( ) ( ) ( ) Ω+−+= dAAd
2

,,, πϕθπϕθϕθσ                              

7.20. pp−  გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა ტრიპლეტურ და სინგლეტურ 

მდგომარეობებשი მოიცემა שემდეგი  ფორმულებით: 

( ) ( ) ( ) Ω−−= dAAd ttt
2θπθθσ                                      (1) 

( ) ( ) ( ) Ω−+= dAAd sss
2θπθθσ                                      (2) 

ხოლო არაპოლარიზებული პროტონების გაფანტვისას, დიფერენციალურ კვეთას 
 :ემდეგი სახე აქვსש

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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3 θπθθπθθσθσθσ ssttst AAAAddd     (3) 

 ,ორის მოქმედი ძალები სპინზე დამოუკიდებელიაש ნოთ, რომ ნაწილაკებსשევნიש
მაשინ:  

( ) ( ) ( )θθθ AAA ts ==                                             (4) 

და დიფერენციალური კვეთა მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] Ω






 −+−−−+= •∗ dAAAAAAd θπθθπθθπθθσ
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     (5) 

7.23. სრული დრეკადი გაფანტვის ქვედა ზღვარი მოიცემა ფორმულით:   

( ) ( ) ( )l
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სრული დრეკადი გაფანტვის ზედა ზღვარი მოიცემა ფორმულით: 
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7.24. 22 atot πσ =  

7.25.  ამ ამოცანის שრედინგერის განტოლებას პარაბოლურ კოორდინატებשი שემ-
დეგი სახე ექნება: 
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        (1) 

ამონახსნის აზიმუტალური სიმეტრიის გამო, ( )ηξ ,uu = . ∞→r  ზღვარשი ცენ-

ტრიდან მიმავალი ტალღაა ikrer 1− . ამიტომ:  

( ) ( ) ( ) ( )ξηξ vezrvezrzrveu ikzikz
r

ikz =−→+−= ∞→,,                   (2) 
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საიდანაც: 

( ) ( ) ( )ξηξηξ ξη veeveu ikikikz 2/2/,, −==                                 (3) 

7.26. ა)   ( ) ( )ξξ ikinAFv ;1,−=                                                                              (1) 
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სადაც: 
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რაც ემთხვევა რეზერფორდის ფორმულას. 

7.27. ა)   გაფანტვის ამპლიტუდა მოიცემა ფორმულით: 
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2 2
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sinln

2 2/sin2

ηπθ
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c e
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f

++−
=                                 (1)    

სადაც ( )in+Γ= 1arg0η ,  
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e
ZZn

2
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′= μ , ხოლო 2/Hem=μ  დაყვანილი მასაა, 

2

2



E
k

μ= და 1=′= ZZ . 

ბ) ბირთვის სპინი ნულია. ამიტომ იონები იგივური ფერმიონებია. თუ სრული 
სპინი ნულია, სისტემა იმყოფება ანტისიმეტრიულ სპინურ მდგომარეობაשი და 
ამიტომ ორბიტალური ტალღური ფუნქცია სიმეტრიული უნდა იყოს: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )






++=−+=







Ω = 2/cos2/sin

2/tanlncos2

2/cos

1

2/sin

1

4 22

2

442

2
2

0 θθ
θ

θθ
θπθσ n

k

n
ff

d

d

S

  (2) 

7.28. ა) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )






−+=−−=







Ω = 2/cos2/sin

2/tanlncos2

2/cos

1

2/sin

1

4 22

2

442

2
2

1 θθ
θ

θθ
θπθσ n

k

n
ff

d

d

S  

(1) 

ბ) არაპოლარიზებული ნაკადისათვის იმის ალბათობა, რომ სრული სპინი ნულია, 
არის ¼, ხოლო, ალბათობა იმისა, რომ სრული სპინი ერთია, ¾-ია. ამიტომ: 

( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )






−+=







Ω

+






Ω

=
Ω == 2/cos2/sin

2/tanlncos

2/cos

1

2/sin

1

44

3

4

1
22

2

442

2

10 θθ
θ

θθ
σσσ n

k

n

d

d

d

d

d

d

SS

 (2) 
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7.29. 22 atot πσ =  

7.30. do
v

v
d r




















+−=

−422

44 4
11

4 θ
θ

σ  

7.31. ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] q

dq

qnn

qnn
qn

n
n

v
d

n

n

n 322

322
2

2
7

2

11

1

1

3

12
+

−

++

+−








+−= πσ  

7.32. უნდა აინტეგროთ שემდეგი გამოსახულება: 

( )522

8

2
4/9

2

+
=

qq

dq

v
d

πσ                                            (1) 

ი – vשემდეგ საზღვრებש
v

EE
q

8

3
2

12
min =−=

 
და vq 2max =  – და ინტეგრებისას 

ენარჩუნებულ უნდა იქნეს მხოლოდ vש -ს უდიდესი ხარისხის მქონე წევრები. 

ინტეგრირება იძლევა שემდეგ კვეთას: 

5,0
ln555,0

4

24

25
4ln

3

2 2

2210

18

2

v

v
v

v
⋅=






 −= ππσ                             (2) 

7.33. 

( )[ ]
[ ] ( )[ ]ττγτπ

γτγττσ
τ
π

eqqqkq

qqk
d ×









−+++++

+++′
=

−
111cos2

cos1cos22
2

24222

2228

 

      (1) 

(1) გამოსახულების ინტეგრება მეორადი ელექტრონის გამოტყორცნის ყველა კუ-

თხით שემდეგ שედეგს იძლევა: 

( )

( )[ ] ( )[ ]
τ

τ
τ

τ
ττ

τ
τσ

τ
π

dod
q

arctg

eqq

q

kq

k
d 








+−

−









−+−++





 ++

′
=

− 1

22
exp

111

1
3

1
2

222
3232

22

2

10

  (2) 

7.34. 
3,1

ln
4

22
ln

4 2

2

2

2

v

v

e

I

v

v

ππτ =







=         

τ
τ
τ

τ τ ddodo
q

arctg 







+−

−×
1

22
exp

22
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7.35.  do
qq

E

E

n
d

n

n 







−







′
=

2

2

2

2
0

2
exp

2! ααπ
σσ                                                      (1) 

დრეკადი გაბნევისათვის (როცა EEn ′== ,0 ), (1) ფორმულიდან მიიღება 

გაფანტვის დიფერენციალური: 

do
q

d e 







−=

2

2
0

2
exp

απ
σσ                                           (2) 

და ინტეგრალური კვეთები: 















−−=

ω
ωσσ



 E

Ee

4
exp10                                        (3) 

0→
ω
E

 ზღვარשი, როგორც (3)-დან ჩანს, 04σσ →e . 

7.36. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ′





 ′−






 ′+′−−+= qdq

q
fq

q
fqF

ik
qFqfqFqfqf pnpnd 2

22
2

2

1 







π   
(1) 

სადაც:  

( ) ( ) RdeRqF
Rqi

d
32

2


−

=


 ψ                                           (2) 

დეიტრონის ფორმფაქტორია. 

თუ (2)-שი აიღებთ 0=q , მაשინ ოპტიკური თეორემის გამოყენებით მიიღება 

დეიტრონზე გაფანტვის სრული კვეთა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −++= qdqfqfqF
k

pnp
t

n
t

d
t

2
2

2Re
2 σσσ                  (3) 

7.37. 





 −=

4

1
2ln

3 0Rτ
πσ

           
 

7.40. ა) 
1

0 /cos

sin

vV
tg

′+
=

θ
θθ

        
            (1) 

ბ) 
( ) CNMLab

d

d

d

d







Ω+

++=







Ω
σ

θγ
γθγσ

cos1

cos21
2/32

0                                             (2) 

სადაც:  

1/ vV ′=γ                                                      (3) 
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ნაწილი II. რელატივისტური კვანტური მექანიკა     

თავი 1. ლორენცისა და პუანკარეს სიმეტრიები   

1.1. ოთხვექტორის სიგრძის კვადრატი მოიცემა ფორმულით: 
νμ

μν xxgx =2                                                   (1) 

ლორენცის ρ
ρ

μμ xx Λ=′  გარდაქმნის ჩასმით ოთხვექტორის სიგრძის ინვარიან-

ტობის გამომსახველ 22 xx =′  ტოლობაשი მიიღება ამოცანის დასამტკიცებელი 
ტოლობა.         

1.3. ჩაწერეთ 1.1. ამოცანაשი მიღებული ggT =ΛΛ  თანაფარდობა ინფინიტიზე-

ბული სახით: 

( ) ( ) ( ) ρσσ
νν

σμνρ
μμ

ρ ωωδωδ gog =+++ 2                          (1) 

ანუ: 

( ) ρσ
μ
ρμνσ

νν
σμνρ

μ
ρσ ωδωδω goggg =+++ 2                       (2) 

საიდანაც: 

σρρσ ωω −=                                                     (3) 

რადგანაც μνω ლორენცის ჯგუფის პარამეტრები ანტისიმეტრიული სიდიდეებია, 

ამიტომ მხოლოდ 6 მათგანია დამოუკიდებელი, რის გამოც ლორენცის ჯგუფი ექ-
ვსპარამეტრიანი ჯგუფია. 
1.4. დასამტკიცებელი თანაფარდობა თანხმობაשია ε სიმბოლოს და დეტერმინან-
ტის განმარტებებთან. 

1.6. ა) σ
β

ρ
γ

ν
δ

σ
γ

ρ
β

ν
δ

σ
β

ρ
δ

ν
γ

σ
γ

ρ
δ

ν
β

σ
δ

ρ
β

ν
γ

σ
δ

ρ
γ

ν
βμβγδ

μνρσ δδδδδδδδδδδδδδδδδδεε +−−++−=
 

ბ) ( )σ
γ

ρ
δ

σ
δ

ρ
γμνγδ

μνρσ δδδδεε −−= 2  

1.7. ა) σ
δμβρδ

μνρσ δεε 6−=
 

ბ) 24−=μνρσ
μνρσεε

 

1.8. X მატრიცას שემდეგი სახე აქვს: 












+−−

+−−
=

3021

2130

xxixx

ixxxx
X                                      (1) 

ცხადია, რომ:  

( ) ( ) 2220det xxxX =−= 
                                         (2) 

ასევე ცხადია, რომ ტრანსფორმაციული გარდაქმნის კანონიდან: 

+=′ SXSX                                                         (3) 
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გამომდინარეობს. 

XSXSX detdetdetdetdet ==′ +                               (4) 

რაც ნიשნავს, რომ 22 xx =′  

1.9. გაამრავლეთ  
μ

μσxX =                                                       (1) 

გამოსახულება მარცხნიდან νσ -ზე და აიღეთ שპური. 

 :ემდეგი თანაფარდობებიდანש ედეგი გამომდინარეობსש.1.10

( ) ( ) ν
ν

μ
ν

μνμμ σσσ xSStrxXtrx Λ==′=′ +

2

1

2

1
 

1.12. გვაქვს სამი დამოუკიდებელი ბრუნვა და სამი დამოუკიდებელი ბუსტი. z

ღერძის გასწვრივ 3θ კუთხეზე მობრუნება ხასითდება שემდეგი მატრიცით: 

( )


















−
+≈





















−
=Λ

1000

000

000

0000

1000

0cossin0

0sincos0

0001

3

3

33

33

3 θ
θ

θθ
θθ

θ I                  (1) 

საიდანაც: 

( ) ( )


















−

=
Λ

−=
Λ

=
==

0000

0010

0100

0000

03

3

0
12

3
12

312

i
d

d
i

d

d
iM

θω θ
θ

ω
θ

            (2) 

ანალოგიურად მიიღება: 


















−

=

0010

0000

1000

0000

13 iM        



















−
=

0100

1000

0000

0000

23 iM              (3) 

x  ღერძის გასწვრივ ბუსტის მატრიცას ასეთი სახე აქვს: 

( )

















−

−

+≈




















−

−

=Λ

0000

0000

000

000

1000

0100

00

00

1

1

11

11

1

ϕ
ϕ

ϕϕ
ϕϕ

ϕ I
shsh

shch

         (4) 
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სადაც 111
0 arcthv−=−= ϕω  :ესაბამისი გენერატორიაש .

( ) ( )



















−=Λ=Λ=
==

0000

0000

0001

0010

01

1

0
01

1
01

11

i
d

d
i

d

d
iM

ϕϕ ϕ
ϕ

ω
ϕ

               (5) 

ანალოგიურად მივიღებთ: 



















−=

0001

0000

0000

1000

03 iM         



















−=

0000

0001

0000

0100

02 iM           (6) 

1.15. გამრავლების წესი שემდეგნაირად არის განმარტებული:         

( )( ) ( )121212211 ,,, aaaa +ΛΛΛ=ΛΛ  

ერთეულოვანი ელემენტია ( )0,I , ხოლო שებრუნებული ელემენტია 

( ) ( )aa 111 ,, −−− Λ−Λ=Λ . 

1.18. [ ] ( )σμρρμσμρσ PgPgiPM −=,
        

 

1.20. [ ] ( )μρσννσρμμσρννρσμρσμν MgMgMgMgiMM −−+=,    

1.21. მოცემულ წარმოდგენაשი z ღერძის ირგვლივ ბრუნვის გერენატორი ასე ჩა-
იწერება: 






















−

=

00000

00001

00010

00100

00000

12 iM  

დროის ტრანსლაციის ოპერატორს ასეთი სახე აქვს: 























−=

00000

00001

00000

00000

10000

0 iT  

სხვა გენერატორებს ანალოგიური სტრუქტურა გააჩნიათ და ადვილად שეიძლება 
დაითვალოს.  
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1.22. ( )μννμμν ∂−∂= xxiM ;  μμ ∂= iP  

[ ] 0, =νμ PP ; [ ] ( )σμρρμσμρσ PgPgiPM −=,  

[ ] ( )μρσννσρμμσρννρσμρσμν MgMgMgMgiMM −−+=,  

1.23. 0
2

1 == μσνρ
μνρσ

μ
μ ε PPMPW , რადგანაც μσ PP  სიმეტრიული ტენზორია 

σ და μ ინდექსების მიმართ. იმავე არგუმენტების გამოყენებით ვაჩვენებთ, რომ 

[ ] 0, =νμ PW
 

1.27.                                                                                                                    

 ( ) ( ) ( )[ ]
σσ

σσ

σσ μν
μν

,,,0)1(,,,0

,,,0,,,0
2

1

,,,0
2

1
,,,0

222

2
23

2
13

2
12

22

0
0

22

smpssmsmpJm

smpMMMmsmpmMM

smpMMMMmsmpW

ij
ij

i
i

=+−==−=

==++−==−

−==





 −−==







              

რადგანაც jkijki MJ ε
2

1=  კუთხური მომენტის ტენზორის კომპონენტებია. 

1.30.  ა)    [ ] ( )α
αβαβ

α
μ WMMWiMW +−= 22

,  
 

ბ) [ ] 0, =νμ
μν WWM  ედეგის მიღებისას გათვალისწინებულია, რომש

4=μ
μδ         

1.31. ა) [ ] ( )α
αμαμ

α
μ PMMPiPM += 2,2       

ბ) [ ] 0, =αβρσμν
μνρσε MMM    

1.32. მასიური ნაწილაკებისათვის ( )02 >m . იმის გამო, რომ ν
μμ

νν
μ ωδ +=Λ

ლორენცის გარდაქმნები μp -ს ტოვებს ინვარიანტულს (ანუ μν
ν
μ pp =Λ ), სრუ-

ლდება שემდეგი თანაფარდობა:  



















=





































−
−−

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

231303

231202

131201

030201 m

ωωω
ωωω
ωωω
ωωω

                         (1) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ: 

0,0030201 ≠=== ijωωωω                                        (2) 
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ესაბამისი გენერატორებია 1312ש ,MM  და 23M . ისინი სივრცული ბრუნვის 

გენერატორებია, რის გამოც მასიური ნაწილაკებისათვის ( )3SO  არის მცირე 

ჯგუფი. კვანტურ-მექანიკური ( )CSL ,2 ლორენც ჯგუფისათვის მცირე ჯგუფს წა-

რმოადგენს ( )2)3(0 SUS = . 

1.33. უმასო ნაწილაკებისათვის გვაქვს:                



















=





































−
−−

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

231303

231202

131201

030201

k

k

ωωω
ωωω
ωωω
ωωω

                          (1) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ:  

2302130103 ,,0 ωωωωω ===                                      (2) 

ხოლო 12ω პარამეტრი ნებისმიერი სიდიდეა. ეს שეესაბამება ბრუნვას z ღერძის 

გარשემო. ამ გარდაქმნის გენერატორია 12M . ზემოთ მოყვანილი მსჯელობებიდან 

გამომდინარეობს, რომ არსებობს ორი დამოუკიდებელი გენერატორი 1301 MM + და 

( )2302 MM +− :ნოთ, რომשევნიש . ( ) ( ) WkMMWkMMW 0
1301

2
2302

1 ,, −=+−=+=
. თუ გამოიყენებთ 1.28 ამოცანის שედეგს, მიიღებთ: 

[ ] [ ] [ ] 12021021 ,/,,/,0, iWWkWiWWkWWW =−==                    (3) 

ეს კომუტაციური თანაფარდობანი კი ( )2E  ალგებრას განსაზღვრავს. ამრიგად, 

უმასო ნაწილაკებისათვის მცირე ჯგუფს წარმოადგენს ( )2E  ევკლიდეს ჯგუფი.     

1.35.  [ ] ( )νμρμνρρμν KgKgiKM −=, ;  [ ] 0, =DM μν ;  [ ] μμ iKKD −=,  

          [ ] μμ iPDP −=, ;  [ ] 0, =DD ;  [ ] 0, =νμ KK ;  [ ] ( )μνμννμ MDgiKP += 2,  

თავი 2. კლეინ-გორდონის განტოლება  

2.1.  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ++−− −+= xktixkti

k

kk ekbeka
kd

x
 


ωω

ωπ
φ

22

1 3

2/3
                               (1) 

სადაც ( )kk k


,ωμ = . თუ ( )xφ  ნამდვილი ველია, მაשინ ( ) ( )kbka


= .    

2.3. თუ გამოვიყენებთ წინა ამოცანის (1) ფორმულას, მივიღებთ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ++++ −−+= kbkbkbkbkakakakakd
q

Q


3

2
 

2.4.    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ++ += kakakakakdH k


ω3

2

1

 

kM 12−=
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2.5.  ( ) ( )kakakkdP


+= 3              

2.8. წარმოადგინეთ ნაწილაკის სრული ენერგია שემდეგი სახით: 

ε+= 2mcE                                                     (1) 

სადაც 2mc  უძრაობის ენერგიაა, ხოლო ε  ბმის ენერგიაა. არარელატივიზმი 
ნიשნავს, რომ სრულდება שემდეგი უტოლობები: 

22 , mcmcV <<<< ε                                              (2) 

ამიტომ (II.8) კლეინ-გორდონის განტოლებიდან (2) უტოლობების გათვალისწინე-
ბით მიიღება שრედინგერის განტოლება: 

( ) ( )
0

1
2

2
=



 +−−+′′ u

r

ll
Vmu ε                                    (3) 

2.9. კლეინ-გორდონის განტოლებისათვის სიმკვრივე שემდეგი ფორმულით მო-
იცემა: 









∂
∂−

∂
∂=

∗
∗

ttmc

i ψψψψρ
22


                                    (1) 

 :იש-ევიტანოთ (1)ש

t
iE
∂
∂= ˆ                                                       (2) 

გვექნება იმის გათვალისწინებით, რომ ენერგია ნამდვილი სიდიდეა. 

ψψψψ E
t

i ∗∗ =
∂
∂

                                                (3) 

 ψψψψψψ EE
t

i ==







∂
∂− ∗

∗

                                      (4) 

ამიტომ, (3) და (4)-ის გათვალისწინებით (1) שემდეგ სახეს მიიღებს: 

{ } ψψψψψψρ ∗∗∗ =+=
222

1

mc

E
EE

mc
                              (5) 

არარელატივისტურ ზღვარשი, როგორც წინა ამოცანის (1) და (2) ფორმულებიდან 

ჩანს, 2mcE ≈ . ამიტომ (5)-დან მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა: 

ψψρ ∗=                                                      (6) 

2.10.ამ პოტენციალისათვის 0rr < არეשი კლეინ-გორდონის განტოლებას שემდეგი 

სახე ექნება: 

( ) 222
2

2 ;0
1

mEku
r

ll
ku −==



 +−+′′                          (1) 
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ხოლო, რადგანაც 0rr > არეשი უსასრულოდ განმზიდავი პოტენციალი გვაქვს, 

ტალღურ ფუნქციას שემდეგი שეზღუდვა დაედება: 

( ) 00 =ru                                                        (2) 

(1) განტოლებაשი  ჩავსვათ: 

( ) ( ) krzzzru == ;ϕ                                            (3) 

მაשინ ( )zϕ  ფუნქციისათვის მიიღება ბესელის სფერული ფუნქციების განტო-

ლება: 

( )
0

2/1
1

1
2

2

=






 +−+′+′′ ϕϕϕ
z

l

z
                                  (4) 

რომლის ზოგადი ამონახსნია, (3) ჩასმის გათვალისწინებით: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]krJCkrJCkrru ll 2/122/112 +−+ += π
                          (5) 

სადაც ბესელის ( )zjl  სფერული ფუნქცია שემდეგნაირად არის დაკავשირებული  

ბესელის )(2/1 zJl+  ფუნქციასთან: 

)(
2

)( 2/1 zJ
z

zj ll += π
                                          (6) 

ცნობილია, რომ ( )zjl  სფერულ ფუნქციას სათავეשი שემდეგი ყოფაქცევა აქვს: 

( ) ( ) !!12
lim

0 +
=

→ l

z
zj

l

l
z

                                           (7) 

ამიტომ (5) გამოსახულებაשი, სათავეשი განשლადობის თავიდან ასაცილებლად, 

უნდა ავიღოთ 02 =C . (2) მოთხოვნის გათვალისწინებით მიიღება საკუთარი 

მნიשვნელობების განტოლება: 

( ) 00 =krjl                                                      (8) 

რომლის ამონახსნია: 

nltkr =0                                                        (9) 

სადაც lt ბესელის სფერული ფუნქციების ნულებია. (1) და (9)-დან ენერგიისათვის 

 :ემდეგი ფორმულა მიიღებაש

2
0

2
2

r

t
mE nl

nl +=                                              (10) 

0=l -თვის 
z

z
zj

sin
)(0 = . ამიტომ (8)-დან მიიღება: 

0sin 0 =kr                                                  (11) 
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ანუ ამ שემთხვევაשი:  

...2,1,0;0 == nntn π                                         (12) 

და ენერგია მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 

,...2,1,0;
2

0

22
2

0 =+= n
r

n
mEn

π
                           (13)                 

2.11. ელექტრომაგნიტურ ველשი სკალარული ნაწილაკის მოძრაობის განტოლე-
ბას ასეთი სახე აქვს: 

 ( )( )[ ] ( ) 02 =++∂+∂ xmiqAiqA φμμμμ                             (1) 

ar <  არეשი (1) განტოლებაა: 

( ) 02 =






 +Δ−





 −
∂
∂







 −
∂
∂

xmiV
t

iV
t

φ                            (2) 

( ) ( )rFex iEt −=φ  სტაციონარული მდგომარეობებისათვის (2)-დან მიიღება: 

( )[ ] ( ) 022 =+Δ−+− rFmVE


                                    (3) 

თუ (3) განტოლების ამონახსნს წარმოვადგენთ שემდეგი სახით: 

( ) ( ) ( )ϕθ ,Q
r

rf
rF =

                                            (4) 

მაשინ (3) განტოლებიდან მიიღება שემდეგი ორი განტოლება: 

( )[ ] ( )
f

r

ll
fmVE

dr

fd
2

22

2

2 1+=−++                             (5) 

( )Qll
QQ

1
sin

1
sin

sin

1
2

2

2
+−=

∂
∂+








∂
∂

∂
∂

ϕθθ
θ

θθ
                   (6) 

(6) განტოლების ამონახსნებია lmY  სფერული ფუნქციები. 0=l -თვის (5)-ის ამო-

ნახსნია 

( ) ( )qrBqrAf cossin +=                                     (7) 

სადაც: 

( )[ ] 0222 >−+= mVEq                                      (8) 

ამასთან 0=B , რადგანაც ( ) rrf / სათავეשი არ უნდა იყოს სინგულარული. ar >

( )00 =A არეשი ამონახსნს ასეთი სახე აქვს: 

krkr DeCef += −                                           (9) 

სადაც 222 Emk −= , მაგრამ 0=D , რადგანაც ტალღური ფუნქცია უსასრულო-
ბაשი სასრულო უნდა იყოს. ამრიგად, ტალღური ფუნქცია მოიცემა שემდეგი ფორ-
მულებით: 
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ar
r

qr
A <=< ,

sinφ                                        (10) 

ar
r

e
C

kr

>=
−

> ,φ                                         (11) 

ar =  წერტილשი „שეკერვის“ პირობიდან მიიღება: 

0)sin( =− −kaCeqaA                                         (12) 

( ) 0cos =+ −kaCkeqaAq                                       (13) 

(12)-(13) განტოლებათა სისტემას არატრივიალური ამონახსნი გააჩნია მხოლოდ 
და მხოლოდ იმ שემთხვევაשი, თუ მისი დეტერმინანტი ნულია, საიდანაც მიიღება  
საკუთარი მნიשვნელობების שემდეგი განტოლება (დისპერსიული თანაფარდობა): 

( )
kq

qatg 1−=                                               (14) 

(14)-დან ჩანს, რომ mV 2< -ი გვაქვს ერთადერთი დონე, თუ სრულשემთხვევაש 
დება პირობა: 

( )
a

mVV
a 2

3
2

2

ππ ≤+<                                       15) 

2.12.  ტალღური განტოლებაა: 

( ) 02
2

2

2

22

2

2

=











+

∂
∂−

∂
∂−






 +
∂
∂−

∂
∂

xm
zy

iqBy
xt

φ                     (1) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ 
x

ipx ∂
∂−=ˆ

 
და 

z
ipz ∂
∂−=ˆ  კომუტირებენ ჰამილტონი-

ანთან, რის გამოც (1) განტოლების ამონახსნი שეიძლება ეძებოთ שემდეგი სახით: 
( ) ( )ye zkxkEti zx ϕφ −−−=                                             (2) 

(1) და (2)-დან მიიღება: 

( ) ( ) 02222

2

2

=







−−++− ymkEqByk

dy

d
zx ϕ                        (3) 

თუ שემოიტანთ qBykx +=ξ
 ახალ ცვლადს, მაשინ (3) განტოლება დაიყვანე-

ბა שრედინგერის განტოლებაზე ოსცილატორის პოტენციალით: 

( ) ( ) ( ) 0
1

2

222
2

22

2

=






 −−+− ξϕξ
ξ qB

mkE

qBd

d z                        (4) 

და ენერგიის დონეები მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 

( ) 2,1,0,1222 =+++= nqBnkmE zn                          (5) 
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ხოლო ტალღური ფუნქცია იქნება: 

( ) ( ) ( )









 += +−++−−

qB

qByk
Hee

n
Bqx x

n
qBqBykzikxiktiE

nn
xzxn 2/4/1 2

!2

1πφ           (6) 

სადაც nH  ერმიტის პოლინომებია.                 

2.13. თუ 0>z -თვის კლეინ-გორდონის განტოლებაשი ჩავსვამთ ikziEt
II Ce +−=φ -ს, 

მივიღებთ: 

( ) 22
0 mqUEKk −−±=±=                                  (1) 

ანუ: 

0
22 qUmkE ++±=                                          (2) 

0<z -თვის ნაწილაკი თავისუფალია და ამონახსნს שემდეგი სახე აქვს: 

                                           ipziEtipziEt
I BeAe −−+− +=φ                                       (3) 

სადაც 22 mEp −=  ი პირველი წევრი დაცემული ტალღაა, ხოლო მეორეש-(3) .

– არეკლილი. 0=z  წერტილשი שეკერვით მიიღება: 

C
p

k
BC

p

k
A 








−=








+= 1

2

1
,1

2

1
                               (4) 

განვიხილოთ სამი שემთხვევა: 

1. 0qUmE +>    

ენერგიის ამ მნიשვნელობისათვის (1) და (2) გამოსახულებებשი ფესვის წინ უნდა 
ავიღოთ პლუს ნიשანი. თუ გამოვიყენებთ (2.6) ამოცანაשი განმარტებულ დენის 
სიმკვრივის ფორმულას, არეკვლის კოეფიციენტისათვის მივიღებთ: 

2

2

2

Kp

Kp

A

B
R

+
−==                                               (5) 

ხოლო გაჟონვის კოეფიციენტია RT −=1 . 

2. 0qUmE +−<   

ამ שემთხვევაשი იმპულსი უარყოფითია Kk −= და არეკვლის კოეფიციენტია: 
2

Kp

Kp
R

−
+=                                                    (6) 

როგორც (6)-დან ჩანს, არეკვლის კოეფიციენტი ერთზე მეტი სიდიდეა 1>R , 
რაც ფიზიკურად იმით აიხსნება, რომ პოტენციალი საკმარისად ძლიერია იმი-
სათვის, რომ שეიქმნას ნაწილაკ-ანტინაწილაკის წყვილი. שესაბამისად, გაჟონვის 

კოეფიციენტი 01 <−= RT , რაც იმას ნიשნავს, რომ ანტინაწილაკები მოძრაობენ 
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მარჯვნივ და ქმნიან უარყოფითი მუხტის დენს და ამიტომ ვღებულობთ უარყო-
ფით გაჟონვის კოეფიციენტს. ამ მოვლენას ეწოდება კლეინის პარადოქსი. 

3. mqUE <− 0  

ამ שემთხვევაשი 1=R  და, שესაბამისად, 0=T                                  

2.14. 0,0,0 >≤≤< zazz  არეებשი კლეინ-გორდონის განტოლების ამონახსნე-

ბია: 
ipziEtipziEt

I BeAe −−+− +=φ         0<z                                     (1) 

ikziEtikziEt
II DeCe −−+− +=φ         az ≤≤0                               (2) 

ipziEt
III Fe +−=φ                     0>z                                            (3) 

სადაც ( ) 22
0 mqUEk −−=  და 22 mEp −= . 0 და a  წერტილებשი „שეკერ-

ვის“ პირობებიდან კი მიიღება“ 

DCBA +=+                                                          (4) 

( )DC
p

k
BA −=−                                                     (5) 

ipaikaika FeDeCe =+ −                                                (6)   

ipaikaika Fe
k

p
DeCe =− −                                            (7) 

და ამიტომ: 

2

2

2

22

16

ikae
p

k

k

p

p

k

k

pA

F
T









−−+++

==                             (8) 

თუ სრულდება პირობა ( ) 022
0 <−− mqUE , მაשინ k იმპულსი კომპლექსური 

გამოდის, ანუ: 

( )20
2 qUEmik −−=                                              (9) 

და გაჟონვის კოეფიციენტი 1=T , თუ 
20

E
E = . 

2.15. ( )
r

Ze
rV

2

−=  პოტენციალისათვის კლეინ-გორდონის დაყვანილი რადიალუ-

რი განტოლება ასე გამოიყურება: 

( ) ( ) 0
21

22

242

2

22

2

2

=






 −−+−+− ru
c

EcM

cr

EZ

r

Zll

dr

d
l



αα
               (1) 
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სადაც:  

c

e



2

=α                                                              (2) 

ნაზი სტრუქტურის მუდმივაა. 
 :ვნაשემდეგი აღნიש ემოვიღოთש

( )
22

242
2 4

c

EcM



−=β                                                  (3) 

და ახალი ცვლადი: 

rβρ =                                                              (4) 

მაשინ (1) განტოლება ასე ჩაიწერება: 

( ) ( ) 0
4

11
2

22

2

2

=







−−+−+ ρ

ρ
α

ρ
λ

ρ lu
Zll

d

d
                             (5) 

სადაც: 

0
2 >=

β
αλ
c

EZ


                                                      (6) 

(5) განტოლებაשი  ჩავსვათ: 

( ) ( )ρρρ
ρ
Weu s

l
2

1
1

−+=                                                 (7) 

სადაც s  განიმარტება שემდეგი განტოლებიდან: 

( ) ( ) 2211 αZllss −+=+                                                (8) 

მაשინ ( )ρW ფუნქციისათვის მიიღება გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული 

ფუნქციების განტოლება: 

( ) ( ) 0122
2

2

=−−+−++ Ws
d

dW
s

d

Wd λ
ρ

ρ
ρ

ρ                              (9) 

რომლის სათავეשი სასრულო ამონახსნია: 

( ) ( )ρλρ ;22,1 +++−= ssFW                                       (10) 

სადაც F გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა. იმისათვის, რომ lu

ფუნქცია ∞→ρ  ზღვარשი დაცემადი იყოს, აუცილებელია, (10) ფუნქციით 

მოცემული ხარისხობრივი მწკრივი სასრულო რანგის პოლინომი იყოს, რაც მაשინ 
სრულდება, როდესაც: 

,...2,1,0;1 ==−− rr nnsλ                                         (11) 

თუ ამოვხსნით (8) განტოლებას s -ის მიმართ და ავირჩევთ ფესვს: 

22
2

2

1

2

1 αZls −





 ++−=                                             (12) 
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(რაც λ -ს დადებითობას უზრუნველყოფს, როგორც ეს (6)-დან ჩანს), მაשინ (11)-
დან მივიღებთ: 

22
2

2

1

2

1 αλ Zlnr −





 +++=                                     (13) 

და, საბოლოოდ, (3) და (6)-დან β -ს გამორიცხვით, ენერგიისათვის שემდეგ 

ფორმულას მივიღებთ: 

222

2

1 −+
=

λαZ
Mc

E                                                (14) 

ნაზი სტრუქტურის მუდმივას მცირე სიდიდის გამო ( 137/1~α ), αZ პარამეტრი 
ყველა ატომისათვის ერთზე ნაკლებია (გარდა ძალზე მძიმე ატომებისა). (13)-ის 

ჩასმით (14)-שი და αZ -ს ხარისხებად გაשლით, მიიღება: 









+





 −
+

−−= ...
4

3

2/122
1

4

44

2

22
2

l

n

n

Z

n

Z
McE

αα
                      (15) 

სადაც 1++= lnn r  მთავარი კვანტური რიცხვია. 

(15)-ის (3)-שი שეტანით 1<<αZ -თვის მიიღება: 

2

22

n

ZMe=β                                                      (16) 

 ეესაბამება ნაწილაკის უძრაობის ენერგიას. მეორეש ი პირველი მამრავლიש-(15)
მამრავლი:  

0
22

42

2

222

22 nEn

eMZ

n

ZMc =−=−


α
                                        (17) 

ემთხვევა M მასის ნაწილაკის კულონურ ველשი მოძრაობის ენერგიას არარელა-
ტივისტურ მიახლოებაשი. მესამე წევრი: 







+
−−=Δ

2/1

1

4

3220

lnn

ZE
E n
nl

α
                                  (18) 

წარმოადგენს რელატივისტურ שესწორებას ენერგიისათვის. როგორც (18)-დან ჩანს, 

ეს שესწორება დამოკიდებულია l  კვანტურ რიცხვზე, რაც იმას განაპირობებს, 
რომ იხსნება არარელატივისტური თეორიის გადაგვარება. ns და np  დონეების 

გახლეჩის ფარდობითი სიდიდე გამოისახება שემდეგი ფორმულით: 

n

Z

E

EE

n

nsnp

3

4 22

0

α=
−

                                           (19) 

საიდანაც ჩანს, რომ გახლეჩა მატულობს Z -ის ზრდასთან ერთად და მცირდება 

n -ის ზრდისას. שევნიשნოთ, რომ −π მეზონის ბმის ენერგია π  მეზოატომשი  
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em

M π -ჯერ მეტია, ვიდრე ჩვეულებრივ ატომשი ( em ელექტრონის მასაა). שესაბამი-

სად, π  მეზოატომשი s1 მდგომარეობაשი 





=
Z

a

m

m
a e
π , სადაც a  წყალბადის 

ატომის ბორის რადიუსია. ამრიგად, π  მეზოატომשი −π მეზონი ბირთვთან გაცი-
ლებით უფრო ახლოსაა, ვიდრე ელექტრონი ჩვეულებრივ ატომებשი.                                   

2.16. ( )rU სკალარული პოტენციალის שემოტანა ნიשნავს שემდეგ שეცვლას: 

( )rUmm +→ 22                                                 (1) 

რის გამოც კლეინ-გორდონის განტოლებას სკალარული პოტენციალისათვის 
ასეთი სახე ექნება: 

( ) ( )
0)(

1
22

2

22

42

22

2

22

2

=







−−++− ru

c

rU

c

cm

c

E

r

ll

dr

d


                  (2) 

 :ემოიტანეთ უგანზომილებო ცვლადიש

c

mc
rr


2

=′                                                   (3) 

მაשინ (2) ასე ჩაიწერება r′ცვლადებשი: 

( ) ( ) ( ) 01
1

42

2

42

2

22

2

=′






 ′
−−+

′
+−

′
ru

cm

rU

cm

E

r

ll

rd

d
                        (4) 

 :ვნებიשემდეგი აღნიש ემოიტანეთש

( )
42

2
2

42

2

1;)(
cm

E
b

r

Z
rV

cm

rU −=−==
′ α

                            (5) 

მიიღება: 

( ) ( ) 0
1 2

22

2

=′







′

+−
′
+−

′
ru

r

Z
b

r

ll

rd

d α
                              (6) 

 :ეცვალეთ  კიდევ ერთი ცვლადიש

rb ′= 2ρ                                                      (7) 

მაשინ (6)-დან მიიღება: 

( ) ( ) 0
4

11
22

2

=







+−+− ρρ

ρρ
u

c

ll

d

d
                                 (8) 

სადაც: 

b

Z
c

2

α=                                                         (9)     
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ეისწავლეთ (8) განტოლების ასიმპტოტური ყოფაქცევა ∞→ρש   და 0→ρ -თვის.  

∞→ρ -თვის (8) განტოლება שემდეგ სახეს ღებულობს: 

( ) 0
4

1
2

2

=







− ρ

ρ
u

d

d
                                             (10) 

რომლის ფიზიკურად მისაღები ამონახსნია: 

( ) 2

ρ

ρ
−

≈ eu                                                      (11) 

ხოლო 0→ρ -თვის (8) განტოლება იქნება: 

( ) ( ) 0
1

22

2

=






 +− ρ
ρρ

u
ll

d

d
                                         (12) 

რომლის სათავეשი არასინგულარული ამონახსნია: 

( ) 1+≈ lu ρρ                                                      (13) 

ამიტომ (8) განტოლებაשი მოახდინეთ שემდეგი ჩასმა: 

( ) ( )ρρρ
ρ

FeNu l 21
−+=                                            (14) 

) ედეგად მიიღებაש )ρF  ფუნქციისათვის გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული 

ფუნქციის განტოლება: 

( )[ ] ( )[ ] ( ) 0122 =+−′−++′′ ρρρ FlcFlF                         (15) 

  გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციები ნორმალიზებადია მხოლოდ იმ 
 ი, თუ ამ ფუნქციების პირველი არგუმენტი მთელი უარყოფითიשემთხვევაש
რიცხვია. ამიტომ ენერგიის საკუთარი მნიשვნელობები განისაზღვრება שემდეგი 
პირობიდან: 

,...2,1,0;1 =−=−+ rr nncl                                     (16) 

საიდანაც ენერგიისათვის მიიღება ფორმულა: 

( )
2

2
2

4
1

n

Z
mcE

α−±=                                            (17) 

სადაც:  

1++= lnn r                                                      (18) 

მთავარი კვანტური რიცხვია. როგორც მოსალოდნელი იყო, E  სიმეტრიულია ნა-
წილაკების და ანტინაწილაკების მიმართ. ცხადია, რომ: 

α
n

Zcr
2=                                                        (19) 

მნიשვნელობა Z -ის კრიტიკული მნიשვნელობაა. 
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საბოლოოდ, რადიალური ფუნქცია ასეთ სახეს ღებულობს:  

( ) ( )
( ) ( ) ( )ρρρ

ρ
12

1
21 !12

!

!1 +
−−

−+ +
+
−−= l

ln
l Ll

ln

ln
eNu                           (20) 

სადაც ( )ρ12
1

+
−−

l
lnL  ლაგერის განზოგადებული პოლინომია, ხოლო N ნორმირების 

მუდმივა მოიცემა ფორმულით: 

( )
( ) ( ) ( )2

3

2
!12

1

!12

!
p

llnnE

ln
N

+−−
+=                                  (21)    

2.17. კლეინ-გორდონის განტოლება 00 =p -თვის ასეთია: 

( ) ( ) 02 =−Δ rm
ϕ                                                   (1) 

ეს განტოლება 0=m -თვის წყაროს გარეשე  ლაპლასის განტოლების ანალოგი-
ურია სკალარული ელექტროსტატიკური ველისათვის. g  მუხტის მქონე წერტი-

ლოვანი წყაროს שემთხვევაשი კლეინ-გორდონის განტოლებას ასეთი სახე აქვს: 

( ) ( ) ( ) ( )rgrm
 32 δϕ −=−Δ                                            (2) 

ამ განტოლების მარჯვენა მხარეს არ არის π4 მამრავლი, რაც שეესაბამება 
ხევისაიდის ერთეულთა სისტემას, რომელიც რელატივისტურ კვანტურ მექანი-
კაשი გამოიყენება.ამ ერთეულთა სისტემაשი წერტილოვანი  e  მუხტის კულონური 

პოტენციალია ( )
r

e
rU

π4

2

= ; ამასთან, e  მუხტი ჩვეულებრივ 0e მუხტის განმარ-

ტებასთან שემდეგი თანაფარდობით არის დაკავשირებული 2
0

2 4 ee π= . (2) განტო-

ლების ამოსახსნელად გამოვიყენოთ სამგანზომილებიანი ფურიე ინტეგრალი: 

( ) ( ) ( )= rkiek
kd

r
 ϕ

π
ϕ

3

3

2
                                             (3) 

ამ გამოსახულების (2) განტოლებაשი שეტანით და დელტა-ფუნქციის 

( ) ( ) ( )= rkie
kd

r


3

3
3

2π
δ ფურიე წარმოდგენის საשუალებით, მივიღებთ: 

( )
22 mk

g
k

+
= 


ϕ                                                    (4) 

  იשი და იმის გათვალისწინებით, რომ სფერულ კოორდინატებש-ევიტანოთ (3)ש (4)

( ) φθ ddkdkkd cos23 = , მივიღებთ: 

( ) ( ) ( ) +
= φθ

π
ϕ

θ

dd
mk

dkkeg
r

ikr

cos
2 22

2cos

3


                              (5) 
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კუთხეების ინტეგრაციით ჩატარების שემდეგ კი მიიღება: 

( ) ( )
( )


∞ −

+
−=

0
2222
dk

mk

ee
k

ir

g
r

ikrikr

π
ϕ                                        (6) 

ინტეგრაცია k -თი שესაძლოა ჩავატაროთ ∞− -დან ∞ -მდე, თუ მეორე שესაკრებ-

ი kkשა ფუნქციაשი ინტეგრალქვეש −→  :ეცვლას მოვახდენთ, გვექნებაש

( ) ( ) ( ) 
∞

∞− +
=

+
=

C

ikrikr

mk

kdke

ir

g

mk

kdke

ir

g
r

222222 22 ππ
ϕ                          (7) 

ეს ინტეგრალი ითვლება ნაשთთა თეორიის გამოყენებით და მიიღება: 

( ) mre
r

g
r −=

π
ϕ

4
                                                      (8) 

ეფექტურ არეს, სადაც პიონების ტალღური ფუნქცია (პიონური ველის პოტენცი-

ალი) მნიשვნელოვნად განსხვავდება ნულისაგან, 
m

reff
1≈  რადიუსი გააჩნია და ის 

ემთხვევა ბირთვული ძალების მოქმედების რადიუსს 13104,1 −⋅≈r სმ.            

2.18. ამ שემთხვევისათვის კლეინ-გორდონის განტოლება ასეთ სახეს ღებულობს: 

( ) 02
2

2

=







+ ruk

dr

d
                                                 (1) 

სადაც: 

( )[ ]
22

422
2 )(

c

cmrVE
k



−−=                                             (2) 

განცალებისათვის ჩასვით: 

( ) ( )teru a

r

ω2=                                                         (3) 

სადაც: 

  a

r

e
c

a
iZt

−
=


α2                                                       (4) 

და (2) განტოლება שემდეგ სახეს მიიღებს: 

0
4/1

4

1
2

22

2

2

=






 −+−−+ ωω

t

ap

ct

iEa

dt

d


                              (5) 

სადაც: 

2

242
2

c

Ecm
p



−=                                                     (6) 
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(5) განტოლება კი წარმოადგენს უიტიკერის დიფერენციალურ განტოლებას, რო-

მლის რეგულარული ამონახსნია ∞→r  -თვის (ანუ 0=t )  

( ) ( ) 





 +−+==

+−
tFtNetNWt

t

;21,
2

12

1

2
, μλμω

μ

μλ                    (7) 

სადაც: 

c

iEa


−=λ ;  pa=μ                                               (8)  

N ნორმალიზაციის მუდმივაა, F კი – გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუ-
ნქცია. 

ამრიგად, საბოლოოდ, 0=l  მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია იქნება: 

( ) 







=

−
a

r

a

r

e
c

a
iZWNeru


αμλ 2,

2                                     (9) 

ენერგიის საკუთარი მნიשვნელობების საპოვნელად უნდა მოვითხოვოთ, რომ 

( ) 00 =u ,რაც (9)-ის გათვალისწინებით, ენერგიისათვის שემდეგ ტრანსცენდენ-

ტურ განტოლებას იძლევა:  

02;21,
2

1 =





 +−+

c

a
iZF


αμλμ                                (10)  

რომლის ამოხსნა მხოლოდ რიცხობრივი მეთოდებითაა שესაძლებელი. 

2.19. კლეინ-გორდონის განტოლება שრედინგერის ფორმით ასეთი სახით ჩაიწე-
რება: 
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∂
∂

χ
θ

χ
θ

H
t

i                                                  (1) 

სადაც ჰამილტონიანს שემდეგი სახე აქვს: 
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+







−−

Δ−=
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2
m

m
H                                    (2) 

2.20. იმპულსურ წარმოდგენაשი φφ EH =  საკუთარი მნიשვნელობების განტოლე-

ბა ასე გამოიყურება: 









=



























−−−

+

0

0

0

0

22

22

22

22
χ
θ

χ
θ

E

m
m

p

m

p

m

p
m

m

p





                               (1) 
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ჰამილტონიანის საკუთარი მნიשვნელობები ადვილად שეიძლება იპოვოთ; ისინი 
 :ემდეგი ფორმულებით მოიცემიანש

22 mpE p +±=±= ω                                            (2) 

არარელატივისტური ზღვრის საპოვნელად დავუשვათ, რომ ამონახსნს ასეთი 
სახე აქვს: 

( )tTmie +−








=









0

0

χ
θ

χ
θ

                                              (3) 

სადაც T არის ნაწილაკის კინეტიკური ენერგია. წინა (2.15) ამოცანის (1) და ამ 
ამოცანის (1) ფორმულებიდან მივიღებთ: 

( ) 







+=



























−ΔΔ

Δ−+Δ−

0

0

0

0

22

22
χ
θ

χ
θ

Tm

m
mm

m
m

m
                      (4) 

ანუ  გვექნება שემდეგი განტოლებათა სისტემა: 

( )

( ) 000

000

22

22

χχθ

θχθ

Tmm
mm

Tm
m

m
m

+=





 −Δ+Δ

+=Δ−





 +Δ−

                             (5) 

(5) სისტემის მეორე განტოლებიდან არარელატივისტურ  ზღვარשი მიიღება: 

020 4
θχ

m

Δ≈                                                    (6) 

ხოლო (6) განტოლებიდან და (5) სისტემის პირველი განტოლებიდან კი მიიღება: 

03

2

0 82
θθ 






 Δ−Δ−=
mm

T                                           (7) 

ასევე (6)-დან ჩანს, რომ 00 θχ <<
 და χ -ს ეწოდება მცირე კომპონენტი. (7) 

გამოსახულებიდან ჩანს, რომ არარელატივისტური ჰამილტონიანის პირველი 

რელატივისტური שესწორებაა 3

2

8m

Δ− . 

2.21. სიჩქარის ოპერატორი მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 









−−

=
∂
∂=

11

11ˆˆ
ˆ

m

p

p

H
v






 

სიჩქარის ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობა ნულის ტოლია. 
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2.22. ა) აჩვენეთ, რომ χψχψ ,, HH =   

ბ) 
m

p
v


 =  

2.23. ჩაწერეთ ტალღური ფუნქცია שემდეგი სახით: 

( ) ( )retr
timc


 ψ2

2

,
−

=Ψ                                               (1) 

ტალღურ ფუნქციაשი ექსპონენციალური ფაქტორის გამოყოფა שეესაბამება ფატს, 

რომ ნაწილაკის E სრულ ენერგიაשი שეგვიძლია გამოვყოთ უძრაობის ენერგია: 

ε+= 2mcE                                                      (2) 

სადაც ε  ბმის ენერგიაა. არარელატივიზმზე გადასვლა ნიשნავს שემდეგი პირობის 
 :ესრულებასש

  2mc<<ε                                                          (3) 

მაשინ ( )rψ  ფუნქციისათვის მიიღება  განტოლება: 

ψψψ
2

2

2

22

22 tmct
i

m ∂
∂−

∂
∂=Δ− 




                                    (4) 

სტაციონარული მდგომარეობებისათვის გვექნება: 

ε
ε εψψ
=

∂
∂
t

i                                                     (5) 

საიდანაც ვღებულობთ, რომ: 

εε ψεψ
2

2

2

2

2

2

22 mctmc
−=

∂
∂

                                         (6) 

ამიტომ, (3) პირობის გათვალისწინებით (4)-שი שეგვიძლია უგულებელვყოთ მარჯ-
ვენა მხარეს მეორე წევრი და „ნულოვან“ მიახლოებაשი (4)-დან მივიღებთ שრედინ-
გერის განტოლებას თავისუფალი ნაწილაკისათვის: 

t
i

m

p

∂
∂= 0

0

2

2

ψψ 



                                                 (7) 

(7) განტოლების პირველი რიგის რელატივისტური שესწორების დასადგენად, (4) 
განტოლების ამონახსნი წარმოვადგინოთ שემდეგი სახით:  

10 ψψψ +=                                                     (8) 

სადაც 01 ψψ << და (4) განტოლება ჩავწეროთ ასეთი სახით: 

( ) ( ) ( )102

2

2

2

1010

2

22
ψψψψψψ +

∂
∂−=+

∂
∂−+

tmct
i

m

p 




                  (9) 
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მოცემული სიზუსტით გარდავქმნათ (9) განტოლების მარჯვენა მხარე, გვექნება: 

( ) ( )10
4

220

2

202

2

102

2

4

1

2

1 ψψψψψψ +−≈







−=

∂
∂≈+

∂
∂

p
mm

p

tt








         (10) 

ამიტომ (9) მიიღებს ასეთ სახეს: 

ψψ
t

i
cm

p

m

p

∂
∂=








− 



23

42

82
                                       (11) 

(11) განტოლებას აქვს שრედინგერის განტოლების სახე שემდეგი ჰამილტონი-
ანით: 

23

42

82 cm

p

m

p
H



−=                                               (12) 

რაც, თავის მხრივ, ბუნებრივი კვანტურ-მექანიკური განზოგადებაა კლასიკური 
თეორიის שემდეგი ფორმულისა:  

23

42
24222

82 cm

p

m

p
mccmcpH



−≈−+=                           (13) 

2.24. ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული ნაწილაკის კლეინ-გორ-
დონის სტაციონარულ  განტოლებას ასეთი სახე აქვს: 

 ( ) ψϕψ 242
2

2 eEcmA
c

e
pc −=













+





 −


                           (1) 

არარელატივისტურ שემთხვევაשი, როცა სრულდება שემდეგი პირობები: 
22 ; mcmce <<<< εϕ                                          (2) 

სადაც ნაწილაკის E  სრულ ენერგიაשი გამოყოფილია უძრაობის ენერგია ანუ  

ε+= 2mcE                                                    (3) 

ε  ბმის ენერგიაა. (2) და (3)-ის გათვალისწინებით (1) განტოლება ასე שეიძლება 
ჩაიწეროს: 

( ) ψϕεψεϕ
2

22

22

1

mc

e
eA

c

e
p

m

−=












−+





 −


                      (4) 

ამასთან, (4) განტოლებაשი მარჯვენა მხარე გაცილებით მცირეა მარცხენა მხა-
რესთან שედარებით და მარჯვენა მხარის უგულებელყოფისას „ნულოვან“ მიახ-
ლოებაשი მიიღება არარელატივისტური שრედინგერის განტოლება שემდეგი ჰამი-
ლტონიანით: 

ϕπ
e

m
H +=

2

ˆ
ˆ

2

0


                                                 (5) 
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სადაც: 

A
c

e
p ˆˆˆ

 −=π                                                      (6) 

2.25. ვიპოვოთ 
2

1

c
-ესწორება. ამ მიზნით განვიხილოთ წინა ამოცანის (4) განტოש

ლება. იმის გათვალისწინებით, რომ ამ განტოლების მარჯვენა მხარეს უკვე არის 

2

1

c
მამრავლი, ამიტომ ( ) ψϕε 2e− -ევცვალოთ მისი „ნულოვანი“ მიახש ეგვიძლიაש

ლოებით. რადგანაც ამ მიახლოებაשი: 

( ) ( ) ψπψϕψϕε 2
0 ˆ

2

1ˆ
m

eHe =−≈−                               (1) 

(სადაც π̂  განმარტებულია წინა ამოცანის (6) ფორმულით), ამიტომ წინა ამოცა-
ნის (4) ფორმულის მარჯვენა მხარეს שეიძლება ჩატარდეს שემდეგი გარდაქმნები: 

 ( ) ( ) ψπϕεψϕε =−≈−
2

2

2

̂

m
ee    

             (2) 

(2)-ის გათვალისწინებით 
2

1

c
რიგשი მივიღებთ: 

[ ] εψψπϕπϕπ =












+−+ 2
22

4
23

2
ˆ,

4

1ˆ
8

1

2

ˆ 


e
cmcm

e
m

                    (3) 

(3) განტოლება გარეგნულად ჰგავს שრედინგერის განტოლებას, მაგრამ ფრჩხი-
ლებשი მოქცეული ოპერატორი არ არის ერმიტული და ამიტომ ის არ שეიძლება 
ჩაითვალოს ჰამილტონიანად. ამ ნაკლის გამოსასწორებლად კიდევ საჭიროა ტალ-
ღური ფუნქციის שემდეგი გარდაქმნა:  

( ) ( ) 1
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ეს არაუნიტარული გარდაქმნა უზრუნველყოფს ტალღური ფუნქციის ნორმის 
 :ენახვასש

( ) dVdVeE
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 =−∗ ψψϕψ                                  (5) 

[ ] ( ) [ ] ψππϕψϕεππϕ
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(4)-ის ჩასმით (3)-שი, იმის გათვალისწინებით, რომ 
2

1

c
 რიგשი שეიძლება ვისარგებ-

ლოთ (1) ფორმულით, მივიღებთ שრედინგერის განტოლებას პირველი რელატი-
ვისტური שესწორებით: 

11
4

23

2
ˆ

8

1

2

ˆ
εψψϕππ =













+− e
cmm




                                  (6) 

როგორც ვხედავთ, ჰამილტონიანის 4
23

ˆ
8

1 π
cm

−  ესწორება ისეთივეა, როგორცש 

თავისუფალი ნაწილაკისათვის და წარმოადგენს კლასიკური თეორიის שესაბამისი 
რელატივისტური שესწორების ბუნებრივ კვანტურ-მექანიკურ განზოგადებას. 

აუცილებელია აღინიשნოს, რომ ეს „ბუნებრიობა“ უკვე აღარ გვაქვს 
4

1

c
რიგשი, 

როგორც ეს ნაჩვენებია שემდეგ ამოცანაשი.   

2.26.
4

1

c
რიგשი שესწორების გამოსათვლელად ხელსაყრელია (2.24) ამოცანის (4) 

განტოლებაשი (2.25) ამოცანის (4) ფორმულით განმარტებულ 1ψ ფუნქციაზე 

გადავიდეთ. გვექნება: 

( ) ( ) ( )
142

2

142

2

2

2

8
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2
1
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ψϕεϕεψϕεϕεπ
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e
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e
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             (7)        

როგორც ზემოთ, იმ წევრებשი, რომლებიც שეიცავენ 
4

1

c
მამრავლს, ( ) 1ψϕε e−                      

გამოსახულებისათვის שეიძლება გამოვიყენოთ „ნულოვანი“ მიახლოება და שევცვა-

ლოთ ეს გამოსახულება 1

2

2

ˆ
ψπ

m


-ით, ხოლო იმ წევრებשი, რომლებიც שეიცავენ 

2

1

c

მამრავლს, უნდა გავითვალისწინოთ პირველი რიგის წევრები, ანუ ( ) 1ψϕε e−                      

გამოსახულება שევცვალოთ 1
4

23
2 ˆ

8

1ˆ
2

1 ψππ 





 − 

cmm
-ით. ამ გარდაქმნების שემ-

დეგ, (7) განტოლება שრედინგერის განტოლებაზე დადის שემდეგი ჰამილტონიანით: 

[ ]













 ++=′ ϕπϕπ ee
mcm
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1ˆˆ 22
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                           (8) 

სადაც: 

[ ][ ]ϕππππϕπ e
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e
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(9) ჰამილტონიანი უნიტარული გარდაქმნების საשულებით שესაძლებელია გამარ-

ტივდეს. ამ მიზნით שევნიשნოთ, რომ 
4

1

c
სიზუსტით, (8) თანაფარდობის მარჯვენა 

მხარის მეორე წევრשი ϕπ e
m

+2ˆ
2

1 
 გამოსახულება שეიძლება שევცვალოთ Ĥ -ით. 

მაשინ იმავე სიზუსტით H ′ˆ  :ემდეგ სახეს მიიღებსש

[ ][ ] [ ] [ ]














−≈+≈′ ϕπϕπϕπ e

cm
He

cm
eH

cm
HH ,ˆ

16

1
expˆ,ˆ

16

1
exp,ˆ,ˆ

16

1ˆˆ 2
43

2
43

2
43


  (10) 

რადგანაც [ ]ϕπ eiF ,ˆˆ 2=  ერმიტული ოპერატორია, ხოლო { }FiU ˆexpˆ =  უნიტარუ-

ლი ოპერატორი, ამიტომ, (10)-ის თანახმად, Ĥ  და H ′ˆ უნიტარული გარდაქმნით 
არიან ერთმანეთთან დაკავשირებული და ორივე שეიძლება განხილულ იქნეს 

ნაწილაკის ჰამილტონიანად. რადგანაც Ĥ  უფრო მარტივი სახისაა, ვიდრე H ′ˆ , 

ამიტომ უფრო ხელსაყრელია Ĥ -ით სარგებლობა. როგორც ვხედავთ, კლეინ-
გორდონის განტოლებიდან გამომდინარე, რელატივისტური שესწორებები უკვე 

4

1

c
 რიგשი განსხვავდება ϕπ ecmcHrel ++= 4222ˆˆ 

 ჰამილტონიანის გაשლისაგან. 

2.27.თვალსაჩინოებისათვის განვიხილოთ שემთხვევა, როდესაც ნაწილაკის ენერ-
გია ახლოსაა უძრაობის ენერგიასთან და ჩავწეროთ: 

ε+= 2mcE                                                      (1) 

სადაც  ε  ბმის ენერგია აკმაყოფილებს პირობას:  

2mc<<ε                                                        (2) 

ელექტროსტატიკურ ველשი მოძრავი ნაწილაკის სტაციონარული კლეინ-გორდო-
ნის განტოლება ასე שეიძლება ჩაიწეროს: 

{ } ( ) ψϕεψ 24222 ecmc −=+Δ−                                   (3) 

 :ი, გვექნებაש-ევიტანოთ (3)ש (1)

( ) εψψεϕεϕϕ =








−+−+Δ−
2

2

22
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222 mc
e

mcmc

e
e

m


                     (4) 

აשკარაა, რომ (4) ანალოგიურია שრედინგერის განტოლებისა שემდეგი ეფექტური 
პოტენციალით: 

( )
2

2

2

2

2 22 mcmc

e
e

mc
eUeff

εϕϕεϕ −−+=                                   (5)  
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ცხადია, რომ (2) პირობის გათვალისწინებით, (5) ასეთ სახეს მიიღებს: 

( )






 −=−≈

22

2

2
1

2 mc

e
e

mc

e
eUeff

ϕϕϕϕ                                 (6) 

საიდანაც ჩანს, რომ 22mce >ϕ ი 0<effUשემთხვევაש ,  ანუ დამუხტული უსპინო 

ნაწილაკი მუხტის ნიשნისგან დამოუკიდებლად განიცდის მიზიდვას. ამასთან და-
კავשირებით שევნიשნოთ, რომ რელატივისტურ שემთხვევაשი ერთსა და იმავე 
ძლიერ ელექტროსტატიკურ ველשი שეიძლება არსებობდეს ბმული მდგომარეობე-
ბი როგორც უსპინო ნაწილაკის, ასევე მისი ანტინაწილაკის. 

2.28. კლეინ-გორდონის სტაციონარული განტოლება:   

0;1 == A
r

Zee
e


ϕ                                                 (1) 

პოტენციალით, שემდეგნაირად שეიძლება ჩაიწეროს: 

++ =








−+Δ−
00 2
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2

2
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2
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2
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2

pp m

p

rmc

Zee

rmc

EZee
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 ψψ                      (2)       

სადაც 2222
0 cmcpE += . ცხადია, რომ (2) განტოლება ეკვივალენტურია שრე-

დინგერის განტოლების, E  ენერგიაზე დამოკიდებული שემდეგი ეფექტური პო-
ტენციალით:        

22

2
1

2

1 1

2

)(1

rmc

Zee

rmc

EZee
U eff −=                                  (3) 

რელატივისტურ კვანტურ თეორაשი გაფანტვის ამოცანა ისევე ისმება, როგორც 

არარელატივისტურ שემთხვევაשი. კერძოდ, +
0p
ψ ტალღურ ფუნქციას დიდ მანძი-

ლებზე ისევ ბრტყელ ტალღას+განשლადი ტალღის სახე აქვს: 

( ) ikr
rp

i

r
p e

r

f
er +≈

∞→

+ 




 0

0
ψ                                         (4)  

ამიტომ, არარელატივისტური გაფანტვის ბევრი שედეგი პირდაპირ გადმოიტა-
ნება (ან ადვილად ზოგადდება) რელატივისტურ שემთხვევაשი. ასე მაგალითად, 
ბორნის ამპლიტუდა მოიცემა ამ კრებულის პირველი ნაწილის პირველი თავის 
 :ესავალი ნაწილის  (I.6) ფორმულითש

 −=−= −
02

;
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ppqdVeU
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f rqi
effB








π
                          (5) 

რელატივისტურ שემთხვევაשი ბორნის მიახლოების გამოყენების პირობები 
ასეთია: 

2

2

;
ma

U
ma

p
U effeff

 <<<<                                     (6) 
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ეფექტური პოტენციალის (2) გამოსახულების პირველ წევრשი (4)-ის პირველი 
პირობის გამოყენება שემდეგ უტოლობას იძლევა:       

mr

p

rmc

EZee <<1
2

1            7) 

ანუ უნდა სრულდებოდეს שემდეგი პირობა: 

1
2

<<<
c

v

c

Ze


;  ( )eepcvE ≈= 1

2 ,                                    (8) 

ისევე როგორც არარელატივისტურ თეორიაשი, שეשფოთების თეორიის გამოყენე-

ბის აუცილებელ პირობას წარმოადგენს 137<<Z უტოლობა. שეשფოთების თეო-
რიის გამოყენებადობა ეფექტური პოტენციალის (3) გამოსახულების მეორე წევ-
რשი (6) პირობების მეორე უტოლობით განისაზღვრება. გვექნება: 

2

2

22

2
1 1

2

)(

mrrmc

Zee <<                                               (9) 

ანუ უნდა სრულდებოდეს שემდეგი უტოლობა: 

1
22
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c

Ze


                                                  (10) 

როგორც ვხედავთ, (10) უფრო სუსტი მოთხოვნაა, ვიდრე (8) მოთხოვნა. 

-უალებით გაფანტვის ამპლიტუשნოთ, რომ (3) და (5) ფორმულების საשევნიש
დის გამოთვლისას, მეორე წევრი (3) გამოსახულებაשი უნდა უგულებელვყოთ, 

რაც იმით არის გამოწვეული, რომ ის, αZ პარამეტრის მიხედვით, მეორე რიგის 
მცირე სიდიდეა. ამ მოსაზრების და שემდეგი ფორმულის გამოყენებით: 
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q
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r
iqr π

                                                (11) 

მიიღება უსპინო ნაწილაკის ელექტრულ კულონურ ველשი ბორნის მიახლოებაשი 
გაფანტვის ამპლიტუდა და გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა:  
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pv

Zee
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EZee
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                       (12)     

ეს ფორმულები שეიძლება שედარდეს არარელატივისტური თეორიის რეზერფორ-
დის ფორმულას.              

2.29. უსპინო დამუხტული ნაწილაკის ( )rϕ  პოტენციალის მქონე ელექტროსტა-

ტიკურ ველשი გაფანტვის ამპლიტუდა, ბორნის მიახლოებაשი שემდეგი ფორმუ-
ლით მოიცემა: 

 −−= dVeU
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f rqi
effB



22π
                                        (1) 



149 

სადაც ეფექტურ პოტენციალს ვღებულობთ ფორმულით: 

( ) ( )( )2
22 2

1
re

mc
r

mc

eE
Ueff ϕϕ −=                                  (2) 

ულტრარელატივისტურ שემთხვევაשი, როცა ∞→≈ pcE , მეორე წევრი (2) გა-

მოსახულებაשი שეგვიძლია უგულებელვყოთ და გაფანტვის ამპლიტუდა იქნება: 

( ) ( )q
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dVer
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f iqr
B ϕ

π
ϕ
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22 22 
−=−≈  −                          (3) 

 :ესაბამისად, გაფანტვის სრული კვეთა მიიღებს სახესש

 =Ω=
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p
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c

e
df ϕ

π
σ                                   (4) 

∞→p  ზღვარשი (4) გამოსახულების ინტეგრალის ზედა ზღვრად უსასრულობა 

) ინ გაფანტვის სრული კვეთაשეიძლება ავიღოთ და მაש )Eσ , ენერგიის ∞→E  
უსასრულოდ ზრდისას მუდმივი სიდიდეა. არარელატივისტურ שემთხვევაשი 

1−≈ Eσ , როცა ∞→E . ეს ფაქტი კი იმასთან არის დაკავשირებული, რომ, 
როგორც ეს ჩანს (2) ეფექტური პოტენციალის გამოსახულებიდან, ენერგიის 
ზრდასთან ერთად იზრდება ნაწილაკის ურთიერთქმედება ელექტროსტატიკურ 
ველთან. 

ბორნის მიახლოების გამოყენებადობა ამ ამოცანაשი განისაზღვრება წინა 
ამოცანის (6) უტოლობების პირველი უტოლობით და იძლევა שემდეგ პირობას: 

a

c
e

<<0ϕ                                                       (5) 

სადაც 0ϕ  და a  ვნელობა დაשესაბამისად, პოტენციალის მახასიათებელი მნიש ,

მისი მოქმედების რადიუსია. ძლიერ ელექტროსტატიკურ ველებשი (5) პირობის 
დარღვევის שემთხვევაשი აღარ שეიძლება ბორნის მიახლოების გამოყენება. 

მაგრამ გაფანტვის სრული კვეთა მუდმივია ∞→E -თვის ამ שემთხვევაשიც და 
 :ეიძლება გამოითვალოს კვაზიკლასიკური ფორმულითש
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22cos14 ρρρϕπσ ddzz
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                        (6) 

ბოლოს שევნიשნოთ, რომ მიღებული שედეგების სამართლიანობისათვის აუცილე-

ბელია, პოტენციალი უსასრულობაשი 
2

1

r
-ზე სწრაფად ეცემოდეს, რადგანაც, 

წინააღმდეგ שემთხვევაשი, გაფანტვის სრული კვეთა უსასრულო ხდება (ისევე 
როგორც არარელატივისტურ თეორიაשი) (4) ინტეგრალის ქვედა საზღვარზე 
(მცირე კუთხეებზე) განשლადობის გამო. 
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2.30. სტაციონარულ ტალღურ განტოლებას რელატივისტური უსპინო ნაწილაკი-
სათვის, მუდმივ გარეשე სკალარულ ველשი ასეთი სახე აქვს: 
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+Δ− ψψ
                    (1) 

რომელიც ფორმით ემთხვევა שრედინგერის არარელატივისტურ განტოლებას, 
ამიტომ პირდაპირ שეგვიძლია გამოვიყენოთ არარელატივისტური გაფანტვის თე-
ორიის ფორმულები. კერძოდ, ბორნის მიახლოებაשი გვექნება: 
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dVerU

m
qf iqr

B

~

22 22  ππ
−=−≈  −                         (2) 

 :ემდეგი ფორმულითש ესაბამისად, გაფანტვის სრული კვეთა მოიცემაש
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E
p ≈0  ულტრარელატივისტურ ზღვარשი გვექნება: 
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ბორნის მიახლოების გამოყენების პირობა კი ასე გამოიყურება: 

ma

p
U 0
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<<                                                        (5) 

სადაც 0U  და a  ვნელობა დაשესაბამისად, პოტენციალის მახასიათებელი მნიש  ,

მისი მოქმედების რადიუსია. 

თავი 3. γ  დირაკის  მატრიცები  

3.1. γ   მატრიცების დირაკის წარმოდგენაשი გვაქვს: 
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სადაც გამოყენებულია ფაქტი, რომ ( ) 12
0 =γ , 0γ და iγ ანტიკომუტირებენ და 

პაულის მატრიცები ერმიტულია. ეს თანაფარდობები სამართლიანია γ  მატრიცე-

ბის ნებისმიერ წარმოდგენაשი, რომლებიც მიიღება დირაკის წარმოდგენიდან 
უნიტარული გარდაქმნებით. 
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3.2. წინა ამოცანის שედეგების გამოყენებით მიიღება: 
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νν
μ δγγγγ 2=+ ანტი-

კომუტაციური თანაფარდობიდან.           
 3.5. ε  სიმბოლოს განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ:  
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3.6. ა) שედეგი პირდაპირ გამომდინარეობს 3.4 ამოცანიდან. 

ბ) ( ) 0
5

0
5

0
055 γγγγγγγγγγγγ μμμμ === +++   

3.7.  0=μ -თვის გვაქვს: 

{ } 0, 32132132100032105
00

5
0

5 =−=−−=+= γγγγγγγγγγγγγγγγγγγγγγ iiii  

ანალოგიურად გამოითვლება დანარჩენი שემთხვევებიც. 

3.8 პირდაპირი დათვლით მიიღება: 

[ ] [ ]
2

, 55 =−= μννμμν γγγγγγσ i

 

 

სადაც გამოყენებულია ფაქტი, რომ { } 0, 5 =γγ μ . 

3.9. ( ) 2

2

1
aaagaaaaaa ==+==// νμ

μν
μννμ

νμ
νμ

νμ γγγγγγ  

3.10. ა) { } 822, === μ
μ

μ
μ

μμ δγγγγ , საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი ტო-

ლობა. 

ბ) ( ) ννν
μ

μαμν
νμν

μ γγγγγγγγγγ 24222 −=−=−=−= g    

3.11. ( ) β
α

β
αα

βμβ
μαμα

μβ
αμ δγγγγγγγγγγγγ 4222 =+=−= g  

( ) 00002
γσγγγγγγγ μννμμν =−−= i

5
3210 γγγγγ == i

] { } { } { } { }( ) 0,,,,
2 5555 =+−−= νμμννμνμ γγγγγγγγγγγγi
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3.12. ( ) βγαγβμγβ
μ

αα
μ

μνβα
μ γγγγγγγγδγγγγγ 422 =−=−= g

 
 

3.13. 
μν

σ მატრიცების განმარტებიდან მიიღება: 

( )μν
μν

νμ
μν

μν
νμ

νμ
νμμν

μν γγγγγγγγγγγγγγγγσσ +−−−=
4

1
 

საიდანაც (3.10) ამოცანის שედეგების გამოყენებით მიიღება 12=μν
μνσσ

 
3.14. გამოიყენეთ  3.8-3.10 ამოცანების שედეგები. 
3.15. პირდაპირი გამოთვლით მიიღება: 

( ) 04444
4

1 =+−−−= β
μβμμβ

β
α

αβ
αβ γγγγδσσ g  

3.16.  

( )
( ) μνμννμ

νμμνμνμνμννμμνμν
αβ

μναβ

σγγγγ

γγγγγγγγσσσ

42

816816168168
8

−=−−

=+−−++−−−=

i

gggg
i

 

3.17. გამოიყენეთ 3.15 ამოცანის שედეგი. 

3.18.
 

( ) 5555 12
2

γσσγσγγγγγσγσ μν
μν

μν
μννμ

μν
μν ==−= i

 

3.19.  მატრიცების ერმიტულობა გამომდინარეობს დირაკის მატრიცების ერ-

მიტულობიდან:     

 

3.20. გვაქვს:  

                             (1) 

ასევე, თუ გავითვალისწინებთ, რომ  და  მატრიცები ერთმანეთთან ანტი-

კომუტირებენ, მივიღებთ: 

  (2) 

ასევე: 

                    (3) 

ამგვარად დამტკიცებულია, რომ:  

                                  (4) 

3.21. 
 

( ) αβγαγββγ γγγγγγ 222 −=−−= g

γ α

jjjjj iii γααααααγααγ =−==−=== ++++++
444444 ;

( )( ) 1;1 44
22

4
2
4 =−−=== jjj ii ααααγαγ

4α jα

( )( ) ( )( )
jkjkkj

jkkjjkkjikki iiii

δαααα
ααααααααααααααααγγγγ

2

44444444

=+=

=−−=−−+−−=+

044
2
444 =+−=−−=+ jjjjjj iiii αααααααγγγγ

( )4,3,2,1,2 ==+ kiikikki δγγγγ

jjj ii γγγααγβ 444 ; ===
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 3.22. ;                   

3.28. 3σ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები שემდეგი განტოლებიდან განისაზღ-

ვრებიან: 
λλ λσ ww =3                (1) 

სადაც 1±=λ , ხოლო 







=
b

a
wλ -ორკომპონენტიანი სპინორია. (1) განტოლების 

ამონახსნია ( 1=
−+ λλ ww  ნორმირების პირობის გათვალისწინებით): 









=








= −==

1

0
;

0

1 11 λλ ww                                             (2) 

პირდაპირი გამოთვლით მიიღება, რომ: 

0;2;2;0 111111 ==== −=
−

−==
−

=−=
+

=
+

λλλλλλ σσσσ wwwwww             (3) 

გაიხსენეთ, რომ მატრიცული ოპერატორი s


2=σ , სადაც s


 ნაწილაკის სპინის 

ოპერატორია, რომელიც שეესაბამება 
2

1=s  სპინურ კვანტურ რიცხვს. ამიტომ 

სპინის პროექციები שემდეგ მნიשვნელობებს ღებულობენ:
2

1

23 ±== λs  

3.29 ( ) jmljikmiklliklmikmiklki ii σεεεσδσσεδσσσ −+=+= . ადვილი საჩვენებე-

ლია, რომ ორი ანტისიმეტრიული ტენზორის ნამრავლი שემდეგი დეტერმინანტის 
ტოლია:

 

mjmlmn

kjklkn

ijilin

nljikm

δδδ
δδδ
δδδ

εε =
 

თუ ამ გამოსახულებაשი ავიღებთ nm = , მოვახდენთ აჯამვას განმეორებადი 

ინდექსებით და გამოვიყენებთ mljε
 
ტენზორשი ვექტორული ინდექსების ციკლუ-

რი გადასმის ljmmlj εε =  თვისებას, მივიღებთ: 

klijkjil
kjkl

ijil

mljikm δδδδ
δδ
δδ

εε −==
 

საიდანაც საბოლოოდ გვექნება: 

iklkiliklliklki iεσδσδσδσσσ +−+=  










 −
=

0

0
0

0

σ
σ

γ 




i

i








−

=
10

01
4γ
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3.30.  ა) გაითვალისწინეთ გამამატრიცების ცხადი სახე        

ბ) ( ) νμμννμμννμ γγγγ ppgppp =+=
2

1
ˆ 2   

      
3.31.  ა) ( )AB2  

ბ) μA2   
           

3.35.  ა) ( )( )ADBC16   
     

 

ბ) BAC ˆ4 22   
      

3.36. ა) 0 

ბ) ( )( )518 γ+AB   
      

3.37. ორი ანტისიმეტრიული ტენზორის ნამრავლი שეიძლება გამოისახოს მეტრი-

კული ტენზორებისაგან שედგენილი שემდეგი დეტერმინანტით: 

στσρσβσα

λτλρλβλα

ντνρνβνα

μτμρμβμα

αβρτμνλσ εε

gggg

gggg

gggg

gggg

=
            (1) 

თუ (1) ტოლობაשი აიღებთ νβμα == ,  და ჩაატარებთ განმეორებადი ინ-

დექსებით აჯამვას, მიიღებთ:  
 

στλρσρλταβρτμνλσ εε gggg 22 −=                                   (2)
       

3.38. წინა, 3.37 ამოცანის שედეგის გამოყენებით მიიღება: 

σρμνλρμνλσ εε g6−=
 

3.39. თუ დაუשვებთ, რომ ყველა ინდექსი დასამტკიცებელ ტოლობაשი სხვადა-

სხვაა, მაשინ მიიღება: 

( )5idμ ν λ μνλσ σγ γ γ ε γ γ μ ν σ= ≠ ≠     (2)
 

განიხილეთ שემთხვევა 3,2,1 === λνμ , მაשინ აუცილებლად 0=σ  და  (1) 

ტოლობა שემდეგ სახეს მიიღებს: 50321 γγγγγ id−=
 და თუ ვისარგებლებთ 5γ -ის 

განსაზღვრებით, მიიღება, რომ 1−=d . გაამრავლეთ (1) ტოლობა თანმიმდევრო-

ბით μλμν gg ,
 
და νλg  სიდიდეებზე. שედეგად, ba, და c კოეფიციენტებისათვის 

მიიღება שემდეგი განტოლებათა სისტემა: 

cba

cba

cba

44

42

44

++=
++=−

++=
     (2) 
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საიდანაც:  

1=−== bca                                                     (3) 

 საბოლოოდ ვღებულობთ ტოლობას: 

5γγεγγγγγγ σμνλσμνλνμλλμνλνμ iggg −+−=                           (4) 

3.40. ამოცანა ამოიხსნება 3.39 ამოცანის ანალოგიურად, რა დროსაც: 

0,2 ==−== DBCA
 

3.41.დასამტკიცებლად გამოიყენეთ 3.39 ამოცანის ფორმულა და გამამატრიცე-

ბის თვისებები. 

3.42. ცხადია, რომ:  

                        (1) 

აგრეთვე აשკარაა, რომ ერთეულოვანი მატრიცის שპური მატრიცის რანგის ტო-
ლია. ამიტომ, მეორე რანგის ერთეულოვანი მატრიცის שპური 2-ს უდრის, მეოთხე 
რანგის კი  – 4-ს, ანუ: 

                                                    (2) 

                              (3) 

ამიტომ:  

              (4) 

მაשასადამე: 

                                                  (5)                     

3.43. 

 

ანუ: 

                                           (2)                     
3.44.  

    (1) 

 ანუ: 

                                              (2)   

3.45.   (1) 

საიდანაც: 

                                (2) 

( )3,2,1.0;0 0 ===== iSpSpSpSp iiii σγασ

( )3,2,1;2)( 20 == iSp iσ

( )3,2,1;4222 ==== iSpSpSp iii γασ

( ) 11000 SpSpiSpiSpSp jkljkljkljklikkj δσεδσεδσσ =+=+=

jkkjSp δσσ 200 =

( ) ( ) )1(22))(( 000000 BABABASpBASpBASp kjjkkjkjkjkj

 ==== δσσσσσσ

( )BABASp


2))(( 00 =σσ

( ) jklnljknlnjknljklnjknjklkj iiSpiSpiSpSp εδεσσεσδσσεδσσσ 2200000000 ==+=+=

jkllkj iSp εσσσ 2000 =

[ ]jjlkjjkllkjlkj CBiACBAiSpCBACBASp
 ×=== 22))()(( 000000 εσσσσσσ

[ ]( )CBAiCBASp
 ×= 2))()(( 000 σσσ
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3.46.
  

  
(1) 

სადაც გამოყენებულია ფორმულა: 

                                         (2) 

ანუ, საბოლოოდ: 

                           (3)                        

3.47.         

3.50. განვიხილოთ . ამ სიდიდის გამოხატვა ტენზორით აღარ 

 ,ეიძლება. რადგან სამი პოლარული ვექტორის ნამრავლი პოლარული ტენზორიაש

ამიტომ  აქსიალურია. 3.48 ამოცანაשი მიღებული  ფორ-

მულის საשუალებით კი ადვილად დავინახავთ, რომ:        

                                                                                                      

3.51.  

3.52.  

3.53. 
 

3.54.  

3.55.        

3.57.  

3.58. გამოიყენეთ γ  მატრიცების שპურის שიგნით ციკლური გადანაცვლების თვი-

სება და 12
5 =γ . მივიღებთ, რომ: 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 1 5 5 2 1 5 2 1 5

2 1 5 5 2 1

... ... ...

... ... 0

n n n

n n

Sp Sp Sp

Sp Sp

μ μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ
γ γ γ γ γ γ γ γ

+ + +

+ +

= = =

= − = − =
 

და 5γ  ანტიკომუტირებს ყველა μγ -თან.                

3.59. დამტკიცებისათვის გამოიყენეთ
 μνμννμ γγγγ g2=+

 
თანაფარდობა; გადა-

აადგილეთ
 1μγ მატრიცა მარჯვნივ და שემდეგ გამოიყენეთ γ მატრიცების שპურის 

 .იგნით ციკლური გადანაცვლების თვისებაש

3.60.
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )μμμμμ γγγγγγγγγγ trtrtrtrtr −=−=== 2

55555   
საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა. 

( )( ) ( )
kmjlkljmlmjklmjklmjk

lmjklmjklmlmjkjkmlkj SpiiSpSp

δδδδδδδεεδδ
σσεεδδσεδσεδσσσσ

νμμν

μνμνμμνν

22222

2 00000000

−+=−=

=−=++=

kljmkmjllmjk δδδδεε μμ −=

kmjlkljmlmjkmlkjSp δδδδδδσσσσ 2220000 −+=

( ) ( ) ( )CABBACCBACBASp


222))()(( 0000 −+=σσσσ

( )lkjSp ααα jklε

jklε ljkljkkj i σεδαα +=

( ) 0=lkjSp ααα

( ) kmjlkljmlmjkmlkjSp δδδδδδαααα 444 −+=

( )( )( ){ } ( ) ( ) ( )BACCABCBACBASp


444 +−=αααα

( ) jkllkj iSp εσαα 4=

( )( ) [ ]BAiBASp
 ×= 4αασ

( )( )( ) [ ]( )CBAiCBASp


×= 4σαα
( ) kmjlkljmlmjkmlkjSp δδδδδδσσαα 444 −+=
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3.61. { } μννμ γγ g2, = გამოსახულებიდან שპურის აღებით ადვილად მიიღება და-

სამტკიცებელი ტოლობა.
 

3.62.
 
( ) ( )[ ] ( ) ( )σνμρσρμνσρμνμνσρνμ γγγγγγγγγγγγ trgtrggtrtr +−=−= 222

 
საიდანაც,  წინა ამოცანის שედეგის და  

( ) ( )μσρνσρνμ γγγγγγγγ trtr =
 

თანაფარდობის გამოყენებით, გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა.        

3.63. 55000500055 )()()( γγγγγγγγγγγ trtrtrtrtr −==−==  

საიდანაც აשკარაა დასამტკიცებელი ტოლობა. 

3.64. 0)(
4

1
)(

4

1
)(

4

1
)( 55555 =−=−=== γγγγγγγγγγγγγγγγγγγ μν

α
νμα

α
νμαγμα

α
νμ trgtrtrtrtr  

3.65. )( 5 σρνμ γγγγγtr  სიდიდე ანტისიმეტრიული ტენზორია ინდექსების მიმართ, 

ამიტომ ის პროპორციული უნდა იყოს ლევი-ჩევიტას ტენზორის. პროპორციულო-
ბის კოეფიციენტი שეიძლება განისაზღვროს:  

3,2,1,0 ==== σρνμ  
ჩასმით.    

3.66. ( ) )...(1)...()...( 51215
12

12155121 +
+

++ −=//−=//=// n
n

nn aatraatraatr γγγγ  

 
საიდანაც აשკარაა დასამტკიცებელი ტოლობა. 

3.67.   )...()...( 1
2

11
121

−−− //=// CaCCCCaCtraatr nn                                                   
(1) 

სადაც C მატრიცა აკმაყოფილებს שემდეგ პირობას: 
TCC μμ γγ −=−1                                                       (2) 

ამიტომ (1) და (2)-დან მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა: 

( ) )...()...(1)...( 1221
2

21 aatraatraatr n
T
n

Tn
n //=//−=//                         (3) 

3.68. 0)()( 432105 =−= γγγγγγγ μ trtr
 

რადგანაც კენტი რაოდენობის γ მატრიცების ნამრავლიდან שპური ნულის ტოლია. 

3.69.  
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]{ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]43525342543261

43626342643251

53626352653241

54626452654231

54636453654321621 4...

aaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaaaatr

⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅−
−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅−

−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅=///

 

( ) ( )μσρνρνμσ γγγγγγ trtrg −+ 2

)...()...( 12112155 ++ //−=//−= nn aatraatr γγ
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3.70. ( )[ ]μν
βα

αμβνμνμννμ ε gmqpiqpgqpqp 24 −++⋅−
 

3.71. 55 4422 γγ mmpp −−/−/−
 

3.72. ა) ( )( ) μνμννμ gpqmqpqp −++ 2444  

ბ) ( ) μννμ gmppp 2248 +−  

3.73. ა) 0 

ბ) ( )( ) ( )bcaacab 2816 −  

3.74.  ა) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

4

( ) ( )

AB CD AD BC AC BD cd AB bc AD

bd AC ac BD ab CD ad BC abcd

+ − + + +
+ + + + + 

 

ბ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]dfcedecfefcdba −+224  

გ) ( )bca216  

3.75.ექსპონენციალური ფუნქციის გაשლით მიიღება: 

( ) ( ) ( ) ...
!3

1

2

1
1 3

5
2

55
5 +/+/+/+=/ aaae a γγγγ                             (1) 

მაგრამ: 

( ) ( ) ( )aaaaa /−=/−=/ 5
23

5
22

5 , γγγ                                      (2) 

ამიტომ (1) და (2)-დან მიიღება: 

( ) ( ) aa
a

a
aa

a
aa

e a /+=







++−/+








++−=/ 5

2

2

2
42

5

42

sin
1

cos...
!5!3

1)(...
!4!2

15 γγγ  (3)
 

სადაც:  
μ

μaaa =2                                                      (4) 

3.76.    =Γ
a

a
ac 0  თანაფარდობის ( ) 1−Γ=Γ b

b -ზე გამრავლებით მიიღება: 


≠

=ΓΓ+ΓΓ
ba

b
a

ab
b

b cc 0                                          (1) 

მოწესრიგების ლემის გამოყენებით, (1) שემდეგი სახით שეიძლება ჩაიწეროს: 


≠Γ

=Γ+
Id

d
db

d

cIc
,

0η                                           (2) 

სადაც: 

{ }i±±∈ ,1η                                                  (3) 
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(2) გამოსახულებიდან שპურის აღებით და იმ ფაქტის გამოყენებით, რომ: 

( )






=Γ

≠Γ
=Γ

I

I
tr

a

a
a

,4

,0
                                             (4) 

მიიღება:  

( )bcb ∀= 0               (5) 

რაც იმას ნიשნავს, რომ Γ -მატრიცები წრფივად დამოუკიდებელია. 
3.77. ამ ფაქტის שემოწმება שეიძლება პირდაპირი დათვლებით. ასე, მაგალითად: 

23015 σσγ i−=
 

3.78. მითითებაשი მოცემული ოპერაციების שედეგად მიიღება: 

 
≠ ≠Γ

Γ+=ΓΓ+ΓΓ=Γ
ba Id

d
dbb

a
ab

b
bb

d

cIcccA
,

η  

ამ გამოსახულებიდან שპურის აღებით დასამტკიცებელი ტოლობა მიიღება. 

3.79. ( ) σ
σμνρ

σ
ρνμσσνμρρσμνρνμ γγεγγγγ 5igggggg ++−=

 

3.80. αβ
αβ

μνμννμ σεγγγγ
2

1
55 += g

 

3.81. νμνμνρ
α

αμνρρμν γγγγγεγγσ 555 igig +−=    

3.82.{ } α
αμνρνρμ γγεσγ 52, −=

 

3.83. ( )βσρνμ γγγγγγγtr a =5  

 
3.84. გამოიყენეთ 3.36 ამოცანის שედეგი. 

3.85. [ ] ( )μρνσνσμρνρμσμσνρρσμν σσσσσσ ggggi −−+= 2,
 

μνσ
2

1
მატრიცები ლორენცის ჯგუფის გენერატორებია სპინორულ წარმოდგე-

ნაשი. 

3.86. თუ M მატრიცა კომუტირებს ყველა γ  მატრიცასთან, მაשინ 3.32 ამოცანის 

ედეგების გათვალისწინებით Ibש ≠Γ და שეიძლება დაიწეროს: 


≠

Γ+Γ=
ba

a
a

b
b ccM                                             (1) 

ცნობილია, რომ ყოველთვის არსებობს ისეთი dΓ მატრიცა, რომელიც ანტიკომუ-

ტირებს Ib ≠Γ  მატრიცასთან. გავამრავლოთ (1) ტოლობა მარცხნიდან dΓ -ზე, 

ხოლო მარჯვნიდან – dΓ -ზე: 

( )βμνρσααμνρσβσμνραβμσαβρννσαβμρρσαβμν εεεεεε ggggggi +−+−+−= 4
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≠

Γ+Γ−=ΓΓ
ba

a
a

b
b

d
d ccM η                                  (2) 

M მატრიცა კომუტირებს ყველა γ  მატრიცასთან და ამიტომ ის კომუტირებს 
dΓ -თანაც. שედეგად, (2)-დან მიიღება: 


≠

Γ+Γ−=
ba

a
a

b
b ccM η                                      (3) 

თუ (1) და (3) ტოლობებს გავამრავლებთ bΓ -ზე და ავიღებთ მიღებული გამოსა-

ხულებების שპურებს, მივიღებთ, რომ 0=bc . ამიტომ (1) ტოლობაשი ყველა კო-

ეფიციენტი ნულია, გარდა ერთეულოვანი მატრიცის კოეფიციენტისა. 

3.87. ბეიკერ-ჰაუსდორფის ფორმულის: 

[ ] [ ][ ] ...,,
!2

1
, +++=− ABBABAAee BB                          (1) 

გამოყენებით მიიღება: 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
∞

=

+∞

=

+

+
−+⋅−+=

=+⋅+−⋅−+=

1

12

1

2

!12

21

!2

21

...
!4

16

!3

8
22

k

kk

k

kk

n
k

nn
k

nnnnnnUU





βαα

αβαβαα
              (2) 

რადგანაც: 

[ ] { } { }( ) ijiijji nnn βααβααβααβ 2,,, =−=⋅ 


                       (3) 

[ ][ ] ( ) ii nnnn

⋅−=⋅⋅ αααβαβ 4,,                                                (4) 

[ ][ ][ ] ii nnnn βααβαβαβ 8,,, −=⋅⋅⋅ 
                                        (5) 

[ ][ ][ ][ ] ( ) ii nnnnnn

⋅=⋅⋅⋅⋅ αααβαβαβαβ 16,,,,                     (6)               

და ა.ש. 

მეორე მხრივ, ადგილი აქვს שემდეგ ტოლობებს: 

( ) ( ) ( ) ( ) ....,1,,1 432 =⋅⋅−=⋅−=⋅ nnnn
 αβαβαβαβ                   (7) 

ამიტომ:  

( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
∞

=

+∞

= +
−+⋅−+=

=+−⋅−+=⋅−−

1

12

1

2

2

!12

21

!2

21

...
!3

8
22

k

kk

k

kk

n
k

nn
k

nnnnnnUI





βαα

βαβααα
                 (8) 

რიგორც ვხედავთ, (2) და (8) თანაფარდობების მარჯვენა მხარეები ერთმანეთს 
ემთხვევა, რის გამოც სამართლიანია שესამოწმებელი თანაფარდობა. 



161 

3.88. კავשირი μγ მატრიცებსა და დირაკის წარმოდგენაשი Dirac
μγ მოიცემა שემდეგი 

ფორმულით: 
DiracSS μμ γγ =                                                      (1) 

თუ (1)-שი שევიტანთ:  









=

dc

ba
S                                                         (2) 

უნიტარულ მატრიცას ( dcba ,,,  (2) გამოსახულებაשი 22×  მატრიცებია), მივი-

ღებთ: 

,







−
−

=







dc

ba

ba

dc
   











−

−
=








 −−
ii

ii

ii

ii

cd

ab

ba

dc

σσ
σσ

σσ
σσ

                  (3) 

(3)-ის ამონახსნია Idcba ===−= . ამიტომ:  








 −
=

II

II
S

2

1
                                                 (4) 

ამ წარმოდგენაשი: 










−
−=

i

i

i i
σ

σ
σ

0

0
0 ,      










=

k

k

ijkij σ
σ

εσ
0

0
                            (5) 

და 








−
==

I

I
i

0

032105 γγγγγ                                         (6) 

3.89. მატრიცებს: 









==

01

1010 σγ                                                   (1) 








 −
=−=

01

1021 σγ i                                                (2) 

გააჩნიათ שემდეგი თვისებები:  

( ) ( ) 01102120 ,1,1 γγγγγγ −=−==                                    (3) 

ანუ ისინი აკმაყოფილებენ (III.1) პირობას (კლიფორდის ალგებრას). 5γ მატრიცა 

 :ემდეგნაირად განიმარტებაש









−

==
10

01105 γγγ                                             (4) 
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( )νμγγγ 5tr   წარმოადგენს ანტისიმეტრიულ ტენზორს და ის პროპორციული უნდა 

იყოს μνε -სი: 

( ) μννμ εγγγ Ctr =5

                                            (5) 

1,0 == νμ დაფიქსირებით მიიღება, რომ 2=C  (იმ დაשვებით, რომ 101 +=ε ). 

ადვილი საჩვენებელია, რომ: 

ν
μνμ γεγγ =5                                                 (6) 

3.90. რადგან მეორე რანგის მატრიცას აქვს ოთხი ელემენტი, ამიტომ გვექნება 
მხოლოდ ოთხი წრფივად დამოუკიდებელი მატრიცა. აქედან სამი არის პაულის 

000 ,, zyx σσσ  მატრიცა; ერთეულოვანი მატრიცა ასევე წრფივად დამოუკიდებელი 

მატრიცაა ამ მატრიცებიდან. რადგან სულ დამოუკიდებელი უნდა იყოს ოთხი 
მატრიცა, ამიტომ ერთეულოვანი მატრიცა წარმოადგენს მეორე რანგის 

ერთადერთ მატრიცას, რომელიც წრფივად დამოუკიდებელია 0
iσ -ზე. მაგრამ, 

ერთეულოვანი მატრიცა კომუტატორია ნებისმიერ მატრიცასთან და, მაשასადამე, 
000 ,, zyx σσσ -თანაც. აქედან გამომდინარეობს, რომ მეოთხე ანტიკომუტატიური 

მატრიცის პოვნა שეუძლებელია. 

3.91.გამოვიყენოთ დირაკის პირობა kαα4 მატრიცისათვის: 

444 αααααα kkk I−=−=                                          (1) 

სადაც I ერთეულოვანი მატრიცაა. აიღეთ (1) ტოლობის დეტერმინანტები; გაით-
ვალისწინეთ, რომ ისინი რიცხვებია და ამიტომ שესაძლებელია მათი გადასმა. იმის 

გათვალისწინებით, რომ ( ) ( )nIDet 1−=−  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )kn
k

n
k DetDetDetDetDetDet αααααα 444 11 −=−=           (2) 

სადაც n მატრიცის რანგია. (2) ტოლობიდან ცხადია ( ) 11 =− n
, რაც გვიჩვენებს, 

რომ n უნდა იყოს ლუწი რიცხვი. ამიტომ აשკარაა, რომ დირაკის პირობებს მესამე 
რანგის მატრიცები ვერ დააკმაყოფილებს. 

3.92. პირველ ყოვლისა, ვიპოვოთ რისი ტოლია kiαα  ნამრავლი. პირდაპირი დათ-

ვლით ადვილი საჩვენებელია, რომ: 

321 σαα i=                                                     (1) 

ასევე שეიძლება ვაჩვენოთ, რომ: 

132 σαα i= ; 331 σαα i−=   და ა.(2)                                 .ש 

(1) და (2) ტოლობებשი მონაწილე ნამრავლები კი שეგვიძლია ჩავწეროთ მესამე 

რანგის სრულიად ანტისიმეტრიული ერთეულოვანი iklε  ტენზორის საשუალებით; 

სახელდობრ: 

( )3,2,1=≠= kji liklkj σεαα                                  (3)  
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რადგან jj σρα 1= , ხოლო kk σρα 1= , ამიტომ (3) ფორმულის თანახმად: 

liklkjkjkjkj i σεσσσσρσρσραα ==== 2
111                        (4) 

ასევე, რადგან jj i ααγ 4−=
 
და kk i ααγ 4−= ,  მიიღება: 

( )3,2,1=≠= kji liklkj σεγγ                                      (5) 

როცა kj = , მაשინ 1222 === jjj σαγ . მაשასადამე, ზოგადად שეიძლება დაიწე-

როს (გაიხსენეთ, რომ, როცა რომელიმე ორი ინდექსი ტოლია, 0=iikε ): 

ljkljkkj i σεδαα +=                                                 (6) 

ljkljkkj i σεδσσ +=                                                 (7) 

ljkljkkj i σεδγγ +=                                                  (8) 

ზემოთ მიღებული ფორმულები სამართლიანია პაულის 000 , zyx σσσ მატრიცების-

თვისაც, კერძოდ: 
000
ljkljkkj i σεδσσ +=

                                
(9)

 
00000 2 ljkllkkj i σεσσσσ =−                                         (10) 

3.93.   გვაქვს: 

ljkljkkj i σεδαα +=                                                  (1) 

lkjlkjjk i σεδαα +=                                                   (2) 

(1) და (2) -დან, kiik δδ =  და kjljkl εε −= -ის გამო მიიღება: 

[ ] ljklkj i σεαα 2, =                                                     (3) 

ანალოგიურად שეიძლება ვაჩვენოთ, რომ: 

[ ] [ ] ljklkjkj i σεγγσσ 2,, ==                                          (4 ) 

3.94.  ( )( ) ( )( ) kjkjkkjj BABABA σσσσσσ ==


                                                        (1) 

აქ გამოვიყენოთ წინა ამოცანის (3)-ე ფორმულა, გვექნება: 

( )( ) ( ) ( ) [ ]llkjlijkjjkjlijkjk BAiBABAiBABAiBA
 ×+=+=+= σσεσεδσσ      (2) 

ანუ, საბოლოოდ: 

( )( ) ( ) [ ]BAiBABA
 ×+= σσσ                                           (3) 

სრულიად ანალოგიურად დამტკიცდება שემდეგი ფორმულების სამართლიანობა:     

( )( ) ( ) [ ]BAiBABA


×+= σαα                                         (4) 
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( )( ) ( ) [ ]BAiBABA


×+= σγγ                                          (5) 

( )( ) ( ) [ ]BAiBABA
 ×+= 000 σσσ                                  (6) 

3.95. როცა BA


= , წინა ამოცანის (1) ფორმულიდან მიიღება: 

( ) [ ]( )AAiAA
 ×+= σσ 22

                                         (1) 

როცა A


 ვექტორის კომპონენტები ერთმანეთთან კომუტირებს, მაשინ: 

( ) 22
AA
 =σ                                                      (2) 

ასევე: 

( ) ( ) ( ) 22022
AAAA


=== σγα                                      (3) 

როცა nA


=  ერთეულოვანი ვექტორია, მაשინ:  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
20222 ==== nnnn

 σγασ                                  (4) 

3.96.
 

( ) 











 ×=





 plipl ˆˆˆˆ  σσσ

     

3.98. უნდა ვაჩვენოთ, რომ 321 ,, ααα ( 000 ,, zyx σσσ ) მატრიცები სისტემის მობრუ-

ნებისას ისევე გარდაიქმნებიან, როგორც კოორდინატები, ე.ი. როგორც: 

( )3,2,1; ==′ ixax kiki                                             (1) 

სადაც გარდაქმნის ika კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ שემდეგ პირობებს: 

kmimikmiki aaaa δ==                                               (2) 

პაულის და დირაკის მატრიცების ვექტორული ხასიათის დასადგენად საკმარისია 
ვაჩვენოთ, რომ ამ ახალ სისტემაשიც მოცემულ მატრიცებს ისეთივე თვისებები 
აქვთ, როგორიც ძველשი. დავამტკიცოთ, რომ ახალ სისტემაשიც დაცულია 
დირაკის პირობა: 

ikikki δαααα 2=′′+′′                                               (3) 

ამისათვის დავწეროთ გარდაქმნის კანონები iα′და kα′  მატრიცებისათვის: 

mimi a αα =′ ;    nknk a αα =′                                         (4) 

 :ი და გავითვალისწინოთ (2) პირობა. გვექნებაשევიტანოთ (4), (3) ტოლობაש

( )
ikkmimmnknim

mnnmknimnmimknnmknimikki

aaaa

aaaaaa

δδ
αααααααααααα

222 ==
=+=+=′′+′′

      (5) 

ამგვარად, ( )321 ,, αααα  წარმოადგენს ვექტორს. სრულიად ანალოგიურად ვაჩვე-

ნებთ, რომ ( )0000 ,, zyx σσσσ -იც ვექტორია.     
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3.99. რადგან 0σ ვექტორი დაკავשირებულია სპინთან, ეს უკანასკნელი კი, რო-
გორც ყოველი მომენტის გამომხატველი ვექტორი, აქსიალურია, ამიტომ აქსი-

ალური იქნება 0σ ვექტორიც, ე.ი. საკოორდინატო ღერძების ინვერსიისას მისი 
კომპონენტები ნიשანს არ იცვლის. 

რაც שეეხება α ვექტორს, ღერძების არეკვლისას zyx ppp ,, ნიשანს იცვლის, 

ამიტომ 321 ,, ααα კომპონენტებიც ნიשანს უნდა იცვლიდეს, რადგანაც ( )pα  სი-

დიდე, რომელიც დირაკის განტოლებაשი שედის, ნამდვილი სკალარი უნდა იყოს. 

ამგვარად, α პოლარული ვექტორია. 

3.100. თუ 000 ,,,1 zyx σσσ  მატრიცები სრულ სისტემას ადგენენ, მაשინ ნებისმიერი 

მეორე რანგის მატრიცა שეგვიძლია წარმოვადგინოთ ამ ოთხი მეორე რანგის 
მატრიცის წრფივი კომბინაციის საשუალებით. ამ წარმოდგენას שემდეგი სახე 
აქვს: 

( ) ( ) ( ) ( )








−+−+++







+=







 0
2112

0
2211

0
21122211

2221

1211

10

01

2

1
yzx AAiAAAAAA

AA

AA
σσσ  

3.101.  ვექტორული ნამრავლის განმარტების თანახმად გვექნება: 

[ ] lkjklj σσεσσ =× 
                                              (1) 

მეორე მხრივ, (3.49) ამოცანის თანახმად: 

mklmkllk i σεδσσ +=                                              (2) 

ამიტომ, (1) და (2)-დან:  

[ ] ( ) jmjmmklmjklmklmjkljkkmklmkljklj iiiii σσδσεεσεεεσεδεσσ 22 ===+=+=× 
 
(3) 

ანუ:  

[ ] σσσ 
i2=×                                                     (4) 

თუ (4) ტოლობას 12
1 =ρ -ზე გავამრავლებთ და გავიხსენებთ, რომ ασρ  =1 , 

მივიღებთ: 

[ ] σαα 
i2=×                                                    (5) 

რადგან γγα 
4i= , ამიტომ გვექნება: 

[ ] σγγ 
i2=×                                                     (6) 

იმავე ფორმულას პაულის 0σ  მატრიცებისათვის שემდეგი სახე ექნება: 

[ ] 000 2 σσσ 
i=×                                                 (7) 
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3.102. თუ გამოვიყენებთ (3.48) ამოცანის მე-(9) 000
ljkljkkj i σεδσσ += ფორმულას, 

გვექნება: 

( ) ( )( ) ( )( )
0
2

0
1

0
2

0
1

0
21

0
2

0
1

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

20
2

0
1

mljkmjkljj

mjkmjkljkljkkjkjkkjj ii

σσεεδ

σεδσεδσσσσσσσσσσ

−=

=++===

 (1) 

მაგრამ:  

3;2 == jjlmjkmjkl δδεε                                          (2) 

ამიტომ: 

( ) ( )0
2

0
1

0
2

0
1

20
2

0
1 2323 σσσσδσσ  −=−= lllm                              (3) 

ანუ მივიღეთ დასამტკიცებელი ტოლობა. 

3.103. რადგან წინა ამოცანის თანახმად ( ) ( )0
2

0
1

20
2

0
1 23 σσσσ  −= , ამიტომ ( )0

2
0
1σσ 

-ის 

ნებისმიერი ხარისხი მართლაც გამოხატული იქნება დასამტკიცებელი ტოლობის 

სახით. ვიპოვოთ na და nb  კოეფიციენტები. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ ( )0
2

0
1σσ 

-ის 

საკუთარი მნიשვნელობა ტრიპლეტურ მდგომარეობაשი ერთის ტოლია, სინგლე-
ტურשი კი – 3-ის. ამიტომ გვექნება ორი ტოლობა: 

( ) nn
n

nn baba 33;1 −=−+=                                       (1) 

საიდანაც:         

( )
4

33 n

na
−+= ;   

( )
4

33 n

nb
−−=                                  (2) 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

4. დირაკის განტოლება 

4.1. ა) [ ] 0, =pHD


  

ბ) [ ] [ ] [ ] ( )ikjijkkjllijkkjijki
D pipipxppxmpLH ααεαεβαε 

×=−==+⋅= ,,,  

გ) [ ] ( ) 0, 2 ≠+−= ikkijijk
D LppLiLH αε


 

4.2. ა) რადგანაც: 

[ ]

likl
kikl

kikl

ikki

ikki

i

i

k

k

k

k

i

i
ki

i
i

i
αε

σε
σε

σσσσ
σσσσ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

α

2
02

20

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
,

=







=

=







−

−
=
















−















=Σ

  (1) 

და 

[ ] 0, =Σ βi                                                    (2)  
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ამიტომ: 

[ ] [ ] lkiklkliklkkii picpicp
c

Hs ˆˆˆ,
2

, αεαεα −≡=Σ=                         (3) 

ბ)    3
30

03

0

0

0

0

0

0
2

2
2 =








=









=
















=Σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ









                                                  (4) 

ამიტომ
4

3

4

1ˆ 22 =Σ=S  და, ცხადია, 2Ŝ კომუტირებს ჰამილტონიანთან. 

გ)  [ ] 0ˆ,ˆ =HJi  

დ)  [ ] 0,2 =HJ  

4.3. ა) [ ] 0
2

ˆ, =−=⋅Σ ikjijk
D pp

p

i
pH αε


 

       ბ) კომუტირებს ჰამილტონიანთან მხოლოდ იმ שემთხვევაשი, თუ n


 და p


კოლინეალური ვექტორებია. 

      გ) [ ] [ ] [ ] 0ˆˆ2ˆ,ˆˆˆ,ˆ,ˆ ==Σ+Σ=Σ iklikliiii ppiHppHHp αε
  

4.4. ა) რადგანაც IppI ˆˆˆˆ −= , ამიტომ [ ] [ ] IpcpcIHI ˆˆ2ˆ,ˆˆ,ˆ
 αα −==  

ბ) [ ] [ ] [ ] 0ˆˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆ,0,ˆ 2 =−=== IpcpIcpcIHPmcP βααβαββ 
  

გ) [ ] 







−

=
01

10
2ˆ, 2

5 mcHγ  და 0=m  მასის ნაწილაკისათვის ეს კომუტატო-

რი ნულია. 

4.5.   ( ) ( ) 0=−∂ xmi ψγ μ
μ                                                       (1) 

დირაკის განტოლების კერძო ამონახსნია ბრტყელი ტალღა: 

ipxe−







=

χ
ϕ

ψ                                         (2) 

(2) გამოსახულების (1)-שი שეტანით მიიღება (γ მატრიცების დირაკის წარმოდ-
გენაשი): 

0=















−−

−−
χ
ϕ

σ
σ
mEp

pmE




                                        (3) 

სადაც E და p


 ნაწილაკის ენერგია და იმპულსია. (3) ერთგვაროვანი სისტემის 
არატრივიალური ამოხსნები მაשინ არსებობს, როდესაც მისი დეტერმინანტი 
ნულია, რაც იძლევა שემდეგ კავשირს ენერგიასა და იმპულსს  שორის: 

pEmpE ±=+±= 22                                        (4) 

საიდანაც ჩანს, რომ არსებობენ ამოხსნები დადებითი და უარყოფითი ენერ-
გიებით. 
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pEE =  დადებითი ენერგიებისათვის (3) სისტემას שემდეგი სახე აქვს: 

( ) ( ) 0=⋅−− χσϕ pmEp


                                        (5) 

( ) ( ) 0=+−⋅ χϕσ mEp p


                                        (6) 

საიდანაც:  

ϕσχ
mE

p

p +
⋅=


                                                   (7) 

ანუ: 

( )
















+
⋅=








= ϕσ

ϕ

χ
ϕ

mE

ppEu

p

p


,                                      (8) 

თუ שემოვიტანთ აღნიשვნას ( ) ( )pEupv p

 −−= ,  და ( ) ( )pEupu p


,= , მაשინ ფიქ-

სირებული p


-თვის (1) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი  ამონახსნებია 

( ) xipepu ⋅−
 და ( ) xipepv ⋅

, სადაც ( )pEp p


,=μ . ( ) xipepu ⋅−

ამონახსნის ენერგია და 

იმპულსია pE და p


, ხოლო ( ) xipepv ⋅
ამონახსნის ენერგია და იმპულსია pE− და 

p
− . დამატებითი თავისუფლების ხარისხის საპოვნელად שემოვიღოთ helicity 

ოპერატორი p

⋅Σ

2

1
, სადაც ppp


/ˆ = , კომუტირებს დირაკის ჰამილტონიანთან 

(იხ. ამოცანა 4.3 ა). 
საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებიდან: 

ϕϕσ ±=⋅ p̂
                                                    (9) 

მიიღება: 

( ) ( ) 







+
+−

+
=








+
+

+
=

1ˆ

ˆˆ

ˆ12

1
,

ˆˆ

1ˆ

ˆ12

1

3

21

3

2
21

3

3

1 p

pip

ppip

p

p
ϕϕ             (10) 

(და ანალოგიურად 1χ და 2χ -თვის). თუ ავიღებთ zepp
 = , საბაზისო ვექტორები 

იქნება: 

















1

0
,

0

1
                                                   (11) 

ხოლო საბაზისო ბისპინორებია: 

( )




























+










=

0

1

0

1

1

mE

p
Npu

p

p 


σ
,    ( )





























+










=

1

0

1

0

2

mE

p
Npu

p

p 


σ
                 (12) 
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( )





































+
⋅

=

1

0

1

0

1

mE

p

Npv
p

p





σ

,   ( )





































+
⋅

=

0

1

0

1

2

mE

p

Npv
p

p





σ

               (13) 

სადაც 
m

mE
N p
p 2

+
=  ნორმირების ფაქტორია. გავიხსენოთ, რომ zepp

 = , ანუ 

3σσ pp =⋅ 
. ამ שემთხვევაשი (12) და (13) ბისპინორები ადგენენ helicity ბაზისს. 

ნებისმიერი p


იმპულსისათვის უნდა გამოვიყენოთ (10), ნაცვლად (12) და (13)-

ისა. 
(1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
=

+− +=Ψ
2

1

3

2

3

2

1

r

ipx
rr

ipx
rr

p

epdpvepcpu
E

m
pdx



π
           (14) 

რაც ემთხვევა (IV.5)-ს. 

4.7. ( )pus


 და ( )pvs


 
t

i
∂
∂

 ენერგიის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია, რო-

მელთა საკუთარი მნიשვნელობებია pE და pE− . 

4.8.  

( ) ( )
( )

( ) ( ) 

















+
⋅+

+
⋅−+

+
⋅

+
⋅+−+

+
=

++++

++++

=


mE

p

mE

p

mE

p

mE

p

m

mE
pupu

ppp

pp
r

i
r 



σϕϕϕϕσϕϕϕϕσ

σϕϕϕϕϕϕϕϕ

22112211

22112211
2

1 2
  (1) 

სადაც ( )2,1=rrϕ  მოცემულია (4.5) ამოცანის (10) ფორმულით. ეს ფუნქციები 

აკმაყოფილებენ სისრულის პირობას: 

12211 =+ ++ ϕϕϕϕ                                                      (2) 

თუ გამოვიყენებთ, აგრეთვე, שემდეგ ტოლობას: 

( ) 2222 mEpp p −==⋅  σ                                               (3) 

მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას: 

( ) ( )
m

mp

mEp

pmE

m
pupu

p

p

r
i

r 22

12

1

+/=










+−⋅

⋅−+
=

=




σ
σ

                       (4) 

ანალოგიურად მიიღება მეორე ტოლობაც. 
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4.9. ( ) ++ Λ=+/+/=Λ 22
2

2 2
4

1
mpmp

m
, სადაც გამოყენებულია ფაქტი, რომ 

222 mpp ==/ . ანალოგიურად აჩვენებთ,  რომ −− Λ=Λ2 . ამ ოპერატორების ორ-

თოგონალობა გამომდინარეობს שემდეგი იგივეობიდან: 

( )( ) 022 =−=−/+/ mpmpmp  

4.10. ამ თავის שესავალი ნაწილის (IV.6) დირაკის განტოლების გამოყენებით 
მიიღება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pupumm
m

pump
m

pu rrrr

 =+=+/=Λ+ 2

1

2

1
                (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1

2

1 =−=−/=Λ− pumm
m

pump
m

pu rrr


                     (2) 

ანალოგიურად שეიძლება ვაჩვენოთ, რომ:  

( ) ( ) ( )pvpvpv rrr

 =Λ=Λ +− ;0                                        (3) 

4.11. ეს თვისება პირდაპირ שეიძლება שემოწმდეს. ასე მაგალითად, x - კომპონენტი 

Σ


ვექტორისა იქნება: 

( ) 3223321

2
γγγγγγ i

i =−=Σ                                         (1) 

მეორე მხრივ კი გვაქვს: 

321
321

1
05 γγγγγγγγγ ii ==                                            (2) 

(1) და (2)-დან გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა.  

4.12. ა) Σ


-ს განმარტებიდან მიიღება: 

                

[ ] [ ] [ ] [ ]( )qmlpqpmljpqilmqpmljpqilmji γγγγγγγγεεγγγγεε ,,
4

1
,

4

1
, +−−=−=ΣΣ   (1) 

 :ი კომუტატორები გამოვსახოთ ანტიკომუტატორებითש-(1)

[ ] { } { } { } { }[ ]mqlpqmlpqmplqpmljpqilmji γγγγγγγγγγγγγγγγεε ,,,,
4

1
, −+−−=ΣΣ  (2) 

 III თავის שესავალი ნაწილის (III.1) ფორმულიდან მივიღებთ: 

[ ] ( )mplqlpmqqmlpqlmpjpqilmji gggg γγγγγγγγεε −+−−=ΣΣ
2

1
,           (3) 

 ;ეიძლება ჩაიწეროსש ი პირველი წევრი ასეש-(3)

( ) ijijqlljiqlqijqlmpjpqilm g γγδγγδδδδγγεε −−=−= 3                   (4) 
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ანალოგიურად שეიძლება ჩაიწეროს (3)-ის დანარჩენი წევრებიც. საბოლოოდ მი-
იღება: 

[ ] jiijji γγγγ −=ΣΣ ,                                          (5) 

მეორე მხრივ, გვაქვს: 
jiijmlklmijkkijki γγγγγγεεε −=−=Σ2                             (6) 

ამიტომ: 

[ ] kijkji i Σ=ΣΣ ε2,                                              (7) 

საიდანაც ვღებულობთ დასამტკიცებელ ტოლობას.           

ბ) ( )
4

3

4

1

4

1

4

1 2
05

22 −=⋅=−=Σ−= γγγγγ 
S

                                    
 

4.14. ( )pur


 და ( )pvr


 სპინორები არ არიან n

⋅Σ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქ-

ციები, თუ n


  და p


პარალელური ვექტორებია. 

4.15. უძრავი სისტემიდან z ღერძის გასწვრივ v  სიჩქარით მოძრავ სისტემაשი 
გადასვლის ოპერატორს שემდეგი სახე აქვს; 

( )( )
03

032
σωi

z eevS
−

=Λ 
                                         (1) 

თუ გამოვიყენებთ ( )varctan03 −=−= ϕω , მაשინ (1)-დან მიიღება: 

( )




















+
−

+
−

+
=














−






=Λ

I
mE

p

mE

p
I

m

mE
IS

p

pp

3

3

3

3

20

0

2
sinh

2
cosh

σ

σ

σ
σϕϕ

     (2) 

ნებისმიერი მოძრაობისას, p3σ უნდა שეიცვალოს p
 ⋅σ გამოსახულებით. ( )ΛS  

ოპერატორი არ არის უნიტარული. 
4.16. ამ שემთხვევაשი: 

























+














+








=
3

3

2
sin

2
cos0

0
2

sin
2

cos

σθθ

σθθ

i

i

S  

და ეს ოპერატორი უნიტარულია.          
4.18. ადვილი საჩვენებელია, რომ: 

( )( )

sps
m

sipg
m

i
s

m
sP

mm

sW

/=//±=

−=∂==

55

55

2

1

2

1
22

1

4

1

γγ

γγγσγσε μσ
μσσμ

σμ
μσ

μσνρ
μνρσ

μ
μ


   (1) 
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სადაც ზედა (ქვედა) ნიשანი שეესაბამება დადებითი (უარყოფითი) ენერგიების 
 .ესაბამის მდგომარეობებსש

უძრაობის სისტემაשი μs ხდება ( )n,0  . ამიტომ γ ⋅−=/ ns , 0
00

γγ ==/
m

p

m

p

და  გვექნება: 

nn
m

sW  ⋅Σ±=⋅±=⋅
2

1

2

1
05 γγγ                                    (2) 

4.19. დადებითი ენერგიის მქონე ამოხსნები აკმაყოფილებენ שემდეგ განტო-
ლებას: 

( ) ( )spuspus ±±=±/ ,,5

γ                                         (1) 

თუ უძრავ სისტემაשი μs  პოლარიზაციულ ვექტორს აირჩევთ 









=
p

p
n 




,0  სახით  

(რაც שეესაბამება ამ ამოცანის ფორმულირებას), მაשინ ათვლის სისტემაשი, სა-

დაც ელექტრონს p


იმპულსი გააჩნია, პოლარიზაციული ვექტორი მოიცემა ლო-

რენცის ბუსტის გამოყენებით: 

( )
( )
( )


















+
⋅+

⋅
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+
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mEm

ppn
n

m

np

n
mEm

pp

m

p

m
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m

E

s

p

j

p

ji

ij

i

i
p






0

δ

μ                      (2) 

p

p
n 


 = -თვის მიიღება 








= n

m

E

m

p
s p 



,μ , რომლის გამოყენებით გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( )spupEn
m

E

m

p

m
spups

m
spus p

p ±⋅−







⋅−=±//=±/ ,

1
,

1
, 00555




 γγγγγγγ
 

 (3) 

( ) 22 pp
 −=⋅γ ფორმულის გამოყენებით, (3)-დან მიიღება: 

( ) ( ) ( )spu
p

p
spu

p

p
spus ±⋅Σ=±⋅=±/ ,,, 055










 γγγγ                        (4) 

(1), (4) ფორმულებიდან კი საბოლოოდ გვექნება: 

( ) ( )spuspu
p

p ±±=±⋅Σ
,,






                                             (5) 

ანალოგიურად, უარყოფითი ენერგიის მქონე ამონახსნებისათვის მიიღება: 

( ) ( )spvspv
p

p ±=±⋅Σ
,,









                                      (6) 
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4.20. pEm << ზღვარשი, μs ვექტორი მოიცემა ფორმულით: 

m

p

m

p

m

E
s p

μ
μ ≈








≈


,                                              (1) 

მაשინ:   

( ) ( ) ( )spuspu
m

p
spus ±=±/≈±/ ,,, 555

 γγγ                                 (2) 

სადაც გამოყენებულია დირაკის განტოლება ( ) ( )spmuspup ±=±/ ,,


 და (2)-დან 

მიიღება საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება: 

( ) ( )spuspu ±±=± ,,5

γ                                                  (3) 

იგივე სიტუაცია გვაქვს v  სპინორისათვის. 

4.21.  [ ] ( ) { } 02,, 555555 =⋅==//+//=//−//=// γγγγγγγγ νμ
νμ pspssppssppsps       (1)  

( ) 122
5 =−=/ ssγ  ტოლობიდან კი გამომდინარეობს, რომ s/5γ  ოპერატორის საკუ-

თარი მნიשვნელობაა 1± . 

4.22.  

( ) ( )( )

( ) ( )( )
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bnabinnbainnan
E

mE

bnbainnabinnan
E

mE
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n

p

p

p

p


  (1) 

არარელატივისტურ ზღვარשი (1)-დან მიიღება: 

( ) ( )
22

2

32121

2

3

ba

bnbainnabinnan
nn

+

−−+++
=⋅=⋅Σ

∗∗
+ ϕσϕ 

         (2) 

4.23. ( )
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4.24.
2

1

2

1
5 =/sγ  

4.25. დირაკის ჰამილტონიანი שეიძლება ჩაიწეროს  γ  მატრიცებשი: 

[ ] [ ] 5
0

5
00

5 2,, γγγγγγγ mmpHD =+⋅= 
                            (1)      

როგორც (1)-დან ჩანს, 5γ  ოპერატორი მოძრაობის ინტეგრალია მხოლოდ უმასო 

დირაკის ნაწილაკისათვის. ამ ოპერატორის საკუთარი ენერგიის მნიשვნელობები 

და პროექციებია, שესაბამისად, ( )51
2

1
,1 γ±=± ± . 5γ  ოპერატორს კირალური 

ოპერატორი ეწოდება. 

4.26. დირაკის განტოლების მარცხნიდან 5γ -ზე გამრავლებით მიიღება שემდეგი 

განტოლება: 

( ) 05 =+∂/ ψγmi                                                  (1) 

(1) განტოლების დირაკის განტოლებასთან שეკრებით და გამოკლებით მიიღება 

მოძრაობის განტოლებათა სისტემა  Lψ  და Rψ   ვეილის ველებისათვის: 

0=−∂/ RL mi ψψ                                                 (2) 

0=−∂/ LR mi ψψ                                                 (3) 

საიდანაც ჩანს, რომ უმასო ნაწილაკებისათვის ეს განტოლებები ცალდებიან. 

 ესაძლებელია ამ განტოლებათა სისტემის დირაკის განტოლების სახითש .4.27
ჩაწერა. დირაკის სპინორი ასე ჩაიწერება: 









=

R

L

ψ
ψ

ψ                                                        (1) 

და  











=

0

0
μ

μ
μ

σ
σ

γ                                                   (2) 

4.28. განტოლებათა სისტემა კოვარიანტულია, თუ სრულდება שემდეგი პირობები: 
ν

ν
μμ σσ Λ=−

LR SS 1                                                (1) 

ν
ν

μμ σσ Λ=−
RL SS 1                                                (2) 

სადაც: 







+






=

2
sinh

2
cosh 1

1
1 ϕσϕ

LS                                    (3) 







−






=

2
sinh

2
cosh 1

1
1 ϕσϕ

RS                                   (4) 
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4.32. 22
1 mqF += ; imF 22 −=            

4.33. ( ) ( ) ( ) N
E

m
pupu

p2
1

2

1
5 =−  γ

     

4.35. mFimFiqF 2;2; 32
2

1 −=−=−=   

4.36. დირაკის განტოლებაზე მარცხნიდან ( )mi +∂/  ოპერატორის მოქმედებით  

კლეინ-გორდონის განტოლება მიიღება: 

4.37.  
m

p
j


=                

4.38. iHt
H e

HH

p
i

HH

p
it

H

p
rr 2

2

1

2

1 −





 −+






 −−+=








 αα  

4.39. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xiprr
ipx

rr
r p

epvpdepupc
E

m
pdx ⋅∗− += 

3
2/32

1

π
ψ             (1) 

სადაც:  

( )
( ) p

p

E

mE
pc

22

1
2/31

+
=

π


; ( ) 02 =pc


                             (2) 

( ) ( ) ( ) ( )yx

pp

ipp
mEE

pd +
+

=∗

2

1

2

1
2/31 π


                         (3) 

( ) ( ) ( ) z

pp

p
mEE

pd
+

=∗

2

1

2

1
2/32 π


                               (4) 

4.40.  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xiprr
ipx

rr
r p

epvpdepupc
E

m
pdx ⋅∗− += 

3
2/32

1

π
ψ             (1) 

სადაც: 

( ) 2

4/32

1

22

2

pd

p

p e
E

mEd
pc



 −+








=

π
                                   (2) 

( ) 02 =pc


                                                      (3) 

( ) ( ) ( ) 2

4/32

1

22

2

1 pd

yx

pp

eipp
mEE

d
pd



 −∗ +
+








=

π
                    (4) 

( ) ( )
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4/32
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22
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1 pd
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mEE

d
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 −∗

+







=

π
                           (5) 
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4.41. 1/2 სპინის მქონე ნაწილაკის ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრაობა שემდეგი 
განტოლებით ჩაიწერება: 

( )[ ] 0=−−∂ ψγ μμ
μ mieAi                                       (1) 

თუ ჩავთვლით, რომ 0>z -თვის ტალღური ფუნქცია მოიცემა שემდეგი გამოსა-
ხულებით: 

iqziEte +−








=

χ
ϕ

ψ                                               (2) 

მაשინ (1) განტოლებიდან მიიღება:        

0
3

3 =















+−−

−−−
χ
ϕ

σ
σ
VmEq

qVmE
                                (3) 

(3) განტოლებათა სისტემას გააჩნია არატრივიალური ამონახსნი მხოლოდ მაשინ, 
როცა სრულდება პირობა: 

22 mqVE +±=                                              (4) 

და ტალღური ფუნქცია იქნება: 

( ) ( )

ipziEtipziEt
I e

mE

p

be

mE

p

a −−+−
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−
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=
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1
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1
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1
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1

33 σσ
ψ ;    0<z             (5) 

                                        

( )

iqziEt
II e

VmE

q

d +−































−+

=

0

1

0

1

3σ
ψ  ;     0>z                           (6) 

სადაც 22 mEp −= . ამასთან, (5) გამოსახულებაשი მარჯვენა მხარის პირველი 

წევრი שეესაბამება inψ  დაცემულ ტალღას, მეორე წევრი კი rψ არეკვლილ ტალ-

ღას, ხოლო (6) გამოსახულება שეესაბამება tψ  გაჟონილ ტალღას. რადგანაც დი-

რაკის განტოლება პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებაა, უწყვეტობის 

პირობას მხოლოდ ტალღური ფუნქციები აკმაყოფილებენ და ( ) ( )00 III ψψ = მო-

თხოვნიდან მიიღება שემდეგი თანაფარდობები: 
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dba =+                                                          (7) 

rdba =−                (8) 

სადაც 
p

q

VmE

mE
r

−+
+= .  განვიხილოთ სამი שემთხვევა: 

1. თუ  სრულდება პირობა mVE ≤− , მაשინ q იმპულსი წმინდად წარმოსახვი-

თია, ანუ ikq = , რის გამოც 0>z  არეשი ტალღური ფუნქცია ექსპონენციალუ-

რად ეცემა (იგივე სიტუაცია იყო არარელატივისტურ კვანტურ მექანიკაשიც). გა-
ჟონილი, არეკლილი და დაცემული დენები მოიცემა שემდეგი ფორმულებით:  

03 == ztrtrtr ej


ψγψ                                                        (9) 

zzrrr eb
mE

p
ej

 23 2

+
−== ψγψ                                    (10) 

zzininin ea
mE

p
ej

 23 2

+
== ψγψ                                     (11) 

გაჟონვის კოეფიციენტი ნულია იმის გამო, რომ 0=trj


, ხოლო არეკვლის კოეფი-

ციენტი მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( )
( ) ( ) 1

2

=
++−+
+−−+=−=
mEikVmEp

mEikVmEp

j

j
R

in

r                          (12) 

2. თუ  სრულდება პირობა mEV −< , მაשინ q იმპულსი ნამდვილია. დაცემული, 

არეკლილი და გაჟონილი დენები მოიცემა שემდეგი ფორმულებით:  

ztr ed
VmE

q
j

 22

−+
=                                            (13) 

zr eb
mE

p
j

 22

+
−=                                                 (14) 

zin ea
mE

p
j

 22

+
=                                                   (15) 

გაჟონვის კოეფიციენტი იქნება: 

( )2
2

1

4

r

r

a

d
r

j

j
T

in

tr

+
===                                         (16) 

ხოლო არეკვლის კოეფიციენტი მოიცემა ფორმულით: 

2

1

1







+
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r

r

j

j
R

in

r                                               (17) 
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3. თუ  სრულდება პირობა VmE <+ , მაשინ q იმპულსი ნამდვილია, რაც იმას 

ნიשნავს, რომ 0>z  არეשი ტალღური ფუნქცია ოსცილირებს. ეს კი, თავის მხრივ, 
გამოწვეულია  ფაქტით, რომ ელექტრონს გააჩნია ორი ენერგეტიკული არე, რომ-

ლებიც ერთმანეთისგან დაשორებული არიან m2  სიგანის ღრეჩოთი. გაჟონვისა 
და არეკვლის კოეფიციენტებს იგივე სახე აქვთ, რაც მეორე שემთხვევაשი, მაგრამ 
ამ שემთხვევაשი არეკვლის კოეფიციენტი ერთზე მეტია, ხოლო გაჟონვის კოეფი-
ციენტი უარყოფითია. ეს მოვლენა ცნობილია როგორც კლეინის პარადოქსი. მისი 
ახსნა მოცემული იყო 2.10 ამოცანის განხილვისას. 

4.42. არეების მიხედვით დირაკის განტოლების ამოხსნას ასეთი სახე აქვს: 

( ) ( )

ipzipz
I e

mE

p

Be

mE

p

−































+

−

+































+

=

0

1

0

1

0

1

0

1

33 σσ
ψ ;    0<z                 (1) 

( ) ( )

iqziqz
II e

VmE

q

Be

VmE

q

C −































−+

−

+































−+

=

0

1

0

1

0

1

0

1

33 σσ
ψ ; az <<0        (2) 

( )

ipz
III e

mE

p

F































+

=

0

1

0

1

3σ
ψ ;    az >                                     (3) 

სადაც 22 mEp −=  და ( ) 22 mVEq −−= . ( )0)0( III ψψ =  და 

( )aa IIIII ψψ =)(  :ეკერვის“ პირობებიდან მიიღება გაჟონვის კოეფიციენტიש„ 

( ) ( )
2

22

2
2

11
16

iqaiqa erer

r
FT

−−+
==

−
                               (4) 

სადაც: 

VmE

mE

p

q
r

−+
+=                                                   (5) 
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4.43.არეების მიხედვით, ტალღური ფუნქციები მოიცემა שემდეგი ფორმულებით: 

( )

kz
I e

B

B

mE

ik

B

B































′+

−

′=

3σ
ψ ;    az −<                                 (1) 

( ) ( )

iqziqz
II e

D

D

VmE

q

D

D

Be

C

C

VmE

q

C

C
−































′++

−

′+































′++

′=

33 σσ
ψ ; aza <<−       (2) 

( )

kz
III e

F

F

mE

ik

F

F































′+

′=

3σ
ψ ;    az >                                  (3) 

სადაც 22 Emk −= და ( ) 22 mVEq −+= . რადგანაც არ გვაქვს სპინური 

არეკვლა, שეგვიძლია ავირჩიოთ 0=′=′=′=′ FDCB . ( )aa III −=− ψψ )(  და 

( )aa IIIII ψψ =)( -ემდეგი სისש ეკერვის“ პირობებიდან მიიღება განტოლებათაש„ 

ტემა: 

DeCeBe iqaiqaka += −−                                              (4) 

DeCeFe iqaiqaka −− +=                                              (5) 

DeCeBire iqaiqaka −=− −−                                         (6) 

DeCeFire iqaiqaka −− −=                                          (7) 

სადაც: 

mE

VmE

q

k
r

+
++=                                                  (8) 

(4)-(7) განტოლებების სხვადასხვა კომბინაციით კი שეიძლება მივიღოთ שემდეგი 
თანაფარდობები: 

( )( )CDqaiFBe ka −=−− sin2)(                                     (9) 

( )( )CDqaFBire ka −=−− cos2)(                                  (10) 
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( )( )CDqaFBe ka +=+− cos2)(                                    (11) 

( ) ( )( )CDqaFBre ka +=+− sin2                                    (12) 

უნდა განვასხვავოთ ერთმანეთისაგან ლუწი და კენტი ამოხსნები. 

ა) თუ FB = და DC = , მაשინ (11) და (12) განტოლებები იძლევიან שემდეგ 
დისპერსიულ თანაფარდობებს: 

( )
mE

VmE

q

k
qatg

+
++=                                            (13) 

ეს ამოხსნები ლუწია, რადგანაც მათთვის სრულდება პირობა: 

( ) ( ) ( )zzz ψψγψ =−=′ 0                                         (14) 

ბ) თუ FB −= და DC −= , მაשინ  დისპერსიულ თანაფარდობებს שემდეგი სახე აქვთ: 

( )
mE

VmE

q

k
qactg

+
++−=                                        (15) 

ეს ამოხსნები კენტია, რადგანაც მათთვის სრულდება პირობა: 

( ) ( ) ( )zzz ψψγψ −=−=′ 0                                       (16) 

4.44. წინა ამოცანაשი მიღებული დისპერსიული თანაფარდობები ტრანსცენდენ-
ტული განტოლებებია და ისინი მხოლოდ რიცხობრივად שეიძლება ამოვხსნათ. 

ლუწი ამონახსნებისათვის დისპერსიული თანაფარდობები  שეიძლება ასე ჩა-
იწეროს: 

( ) ( )qfqaqtg =                                                   (1) 

სადაც: 

( )
Vmqm

mqm
VqmqVqf

−++

++
−−+=

22

22
22222                       (2) 

კენტი ამონახსნებისათვის გვაქვს: 

( ) ( )qfqaqctg −=                                                 (3) 

(1) და (3)-დან שეიძლება დავასკვნათ, რომ ელექტრონს გააჩნია N  ბმული მდგო-
მარეობა, თუ სრულდება პირობა: 

( ) ( )
a

N
mVV

a

N

2
2

2

1 ππ <+≤−
                                     (4) 

1=N -თვის ეს მდგომარეობა ლუწია. 

4.45. ნებისმიერი ცენტრალური სიმეტრიის მქონე )(rV პოტენციალისათვის დი-

რაკის განტოლებას ( )rF  და ( )rG  რადიალური ფუნქციებისათვის שემდეგი სის-

ტემის სახე აქვს: 

( )[ ] F
rr

cGmcrVE 





 −
∂
∂−=+− λ

2                                (1)   
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 ( )[ ] G
rr

cFmcrVE 





 +
∂
∂=−− λ

2                                   (2)   

სადაც 
2

1+= Jλ . 

2

1=J  და 1+=λ  მდგომარეობებისათვის (დადებითი ლუწობა 2

1

s მდგომა-

რეობის) და 0rr < -თვის (1)-(2) სისტემა ასეთ სახეს მიიღებს: 

[ ] F
rr

cGmcVE 





 −
∂
∂−=+− 12

0                                     (3)   

[ ] G
rr

cFmcVE 





 +
∂
∂=−− 12

0                                        (4)  

(3) და (4) განტოლებიდან კი მივიღებთ שემდეგ დიფერენციალურ განტოლე-

ბას ( )rF  ფუნქციისათვის: 

02 =+′′ FkF                                                       (5) 

სადაც: 

( )
22

422
02

c

cmVE
k



−−=                                               (6) 

როცა 0rr > , მაשინ ( )rF  აკმაყოფილებს שემდეგ განტოლებას: 

02 =−′′ FF κ                                                       (7) 

სადაც: 

22

242
2

c

Ecm



−=κ                                                    (8) 

ჩვენ განვიხილავთ ამონახსნებს დადებითი k და κ  სიდიდეებისათვის. ( )rF  და 

( )rG  ფუნქციები მცირე r -ებზე და უსასრულობაשი უნდა ნულდებოდნენ. ამ მო-

თხოვნებით კი, (5) და (6) განტოლებიდან მიიღება: 

( )




>

<
=

−
0

0sin

rrBe

rrkrA
rF

rκ                                (9) 

[ ]

[ ]








>+
+

<−
+−

=
−

02

02
0

1

cossin

)(

rrr
r

Be

mcE

c

rrkrkrkr
r

A

mcVE

c

rG
r

κ
κ



             (10)         
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4.46. ა) ორივე – )(rF და ( )rG  ფუნქცია უწყვეტი უნდა იყოს 0rr = წერტილשი.  

-ვნელობების განტოשეკერვის“ ეს პირობა კი მოგვცემს ენერგიის საკუთარი მნიש„
ლებას: 

[ ] 02
0

000 1 r
mcE

V
rctgkrkr κκ −

+
+=                                    (1) 

რომელიც თავსებადი უნდა იყოს שემდეგ ტოლობასთან: 

 [ ]2222 11 vkkE −+=−=                                          (2) 

სადაც 
2mc

V
v −=  დადებითი სიდიდეა, ხოლო  

2mc

E
E = , რომელიც დადებითიც 

 :ემდეგი სიდიდეებიש ეიძლება იყოს და უარყოფითიც. ასევე განმარტებულიაש

mcmc

k
k

κκ  == ; . თუ აირჩევთ ერთეულებს, რომელთათვისაც 10 =


mcr
, მაשინ 

ამ ერთეულებשი (1) პირობა שემდეგ სახეს მიიღებს: 

κκ −
+
+−=
E

vkctgk
1

1
                                               (3) 

პირველი ბმული მდგომარეობა წარმოიქმნება სრული ენერგიის שემდეგ ზღურბლზე: 

1=E   ანუ 2mcE =                                                 (4) 

პოტენციური ენერგიის იმ მნიשვნელობისათვის, რომლისთვისაც 0=κ  და k აკ-
მაყოფილებს განტოლებას: 

2112 kkctgk +−=                                                 (5) 

რიცხობრივი ანალიზით დგინდება, რომ (5) განტოლების უმცირესი ამონახსნი 

არის 8613,1=k , რომელიც שეესაბამება 1129,1
2

0 =−=
mc

V
v  პოტენციალის 

მნიשვნელობას. როდესაც 0V  პოტენციალი იზრდება, ბმული მდგომარეობის 

ენერგია 2mcE = -ის ქვემოთ „მოძრაობს“. 

ბ) პოტენციალის მნიשვნელობისას, როდესაც 2=v , ფიზიკურად არაფერი ახალი 

არ ხდება და ამ שემთხვევაשი 6413,0,7673,0,4447,2 === Ek κ . თუ პოტენ-

ციალი საკმარისად „ღრმა“ ხდება, მაשინ ბმული მდგომარეობის ენერგია שეიძლე-

ბა განულდეს, რაც שეესაბამება 1=κ და 21 kv += . ამ שემთხვევაשი: 

112 2 −+−= kkctgk                                               (6) 

რომლის ამონახსნია 7597,2=k  და რომელსაც שეესაბამება 9353,2
2

0 =−=
mc

V
v . 
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 ნოთ, რომ, როდესაც ბმული მდგომარეობა წარმოიქმნებაשევნიש

( )21 mcEE −=−=  მნიשვნელობისათვის, როგორც ეს (3) განტოლებიდან ჩანს, 

უნდა გვქონდეს ∞=kctgk , საიდანაც π=k . ეს שეესაბამება პოტენციალის 

მნიשვნელობას 2969,411 2 =++= πv . როდესაც 0V პოტენციალის სიდიდე კი-

დევ უფრო იზრდება, ეს მდგომარეობა გადადის 2mcE −< უარყოფითი ენერგი-

ების კონტინიუმשი.   

4.47. 22

2

1
rmV ω= პოტენციალისათვის დირაკის განტოლებათა სისტემა ასე 

გამოიყურება: 

F
rr

cGmcrmE 





 −
∂
∂−=






 +− λω 222

2

1
                         (1) 

G
rr

cFmcrmE 





 +
∂
∂=






 −− λω 222

2

1
                           (2) 

დიდი r -ისათვის ეს განტოლებები ასიმპტოტურად გადადიან שემდეგ განტოლე-

ბებשი:  

( ) ( )rG
c

rm
rF

2

22ω=′                                                (3) 

( ) ( )rF
c

rm
rG

2

22ω−=′                                             (4) 

ხოლო (3) და (4) განტოლების ზოგადი ამონახსნებია: 

( ) 







+








=

c

rm
B

c

rm
ArF

 6
cos

6
sin

3232 ωω
                             (5) 

( ) 







−








=

c

rm
B

c

rm
ArG

 6
cos

6
cos

3232 ωω
                             (6) 

როგორც (5) და (6) განტოლებიდან ჩანს, უსასრულობაשი )(rF  და ( )rG  ამონახ-

სნები ოსცილირებენ, რის გამოც ისინი არ שეესაბამებიან ბმულ მდგომარეობებს 

ანუ, მიუხედავად იმისა, რომ 22

2

1
rmV ω= პოტენციალი უსასრულობაשი უსას-

რულოდ ზრდადი პოტენციალია, მას არ שეუძლია ნაწილაკის „დატყვევება“. ეს 

ფაქტი დირაკის განტოლების ნაკლზე მეტყველებს და კიდევ ერთი გამოვლინებაა 

ე.წ. კლეინის პარადოქსისა. 



184 

4.48. განვიხილოთ დირაკის განტოლება ( )rimcrV

⋅−= γω)(  პოტენციალისათ-

ვის (ე.წ. დირაკის ოსცილატორის პოტენციალი) ანუ, როცა ჰამილტონიანს ასეთი 
სახე აქვს: 

[ ] ( )rimcmcpcH

⋅−+⋅= γωγγ 20                                  (1) 

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება იქნება: 

( )
( ) 








=



















−+⋅

−⋅
=

χ
φ

χ
φ

ωσ
ωσ

ψ E
imcrimpc

rimpcmc
H

2

2





                 (2) 

საიდანაც მიიღება  განტოლებათა שემდეგი სისტემა: 

( ) ( )χωσφ rimpcmcE
 −⋅=− 2                                     (3) 

( ) ( )φωσχ rimpcmcE
 +⋅=+ 2                                     (4) 

(3) განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ ( )2mcE + -ზე და გამოვიყენოთ 

(4) განტოლება,  გვექნება: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]φωσωσφ rimprimpccmE
 +⋅−⋅=− 2422                       (5) 

ცალკე გამოვთვალოთ (5) ტოლობის მარჯვენა მხარე,  მივიღებთ: 

( )[ ] ( )[ ] ( )( ) ( ) ( )[ ]
[ ] [ ] Lmrmmpprrpmrmpximp

rimprimpiximpximprimprimp

ii

iiii







⋅+++=×−×⋅−+−=

=+×−⋅++−=+⋅−⋅

σωωωσωωω
ωωσωωωσωσ

23, 22222222
 (6) 

ამიტომ, (5) და (6)-დან გვექნება: 

( ) [ ]φσωωωφ LmrmmpccmE


 ⋅+++=− 23 22222422                (7) 

როგორც ვხედავთ, (7) განტოლებას სამგანზომილებიანი იზოტროპული ოსცილა-
ტორისათვის არარელატივისტური שრედინგერის განტოლების სახე აქვს, ოღონდ, 
აქ ემატება სპინორბიტალური წევრი, ანუ (7) שემდეგი ეკვივალენტური სახით 
 :ეიძლება ჩაიწეროსש

( ) ( ) ( )rErHH SL

 φφ =+0                                        (8)  

სადაც: 

2

422

22

3

mc

cmE
E

−+−= ω                                       (9) 

LH SL

 ⋅= σω                                                         (10) 

222
2

0 2

1

2
rm

m
H ω+∇−= 

                                   (11) 

რადგანაც 0H და SLH  ერთმანეთთან კომუტირებენ, ხოლო სრული ორბიტალუ-

რი მომენტი σ


2

1+= LJ  კომუტირებს სრულ SLHHH += 0  ჰამილტონიან-
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თან, ამიტომ H -ის საკუთარი მნიשვნელობები שეიძლება აღიწეროს jln ,, და jm

კვანტური რიცხვებით. 

0H -ის საკუთარი მნიשვნელობებია ...,2,1,0;
2

3 =





 + nn ω , ხოლო 2L


-ისა 

–  ( ) 21 +ll , სადაც nl ≤ . რადგანაც: 

2222 SLJLSL


 −−=⋅=⋅σ                                 (12) 

ამიტომ L
 ⋅σ -ს საკუთარი მნიשვნელობებია ( ) ( ) 



 −+−+

4

3
11 lljj , E -ს שესაძ-

ლო მნიשვნელობები კი –  ( ) ( ) 



 ++−++

4

3
11 lljjn და (9) თანაფარდობიდან 

ენერგიისათვის მივიღებთ שემდეგ ფორმულას: 

( ) ( ) ω



 ++−+++=

4

9
112 242 lljjnmccmE                   (13) 

სადაც 0,1...,2, −= nnl , ხოლო 
2

1±= lj . თუ 0=l , მაשინ 
2

1=j . ძირითადი 

მდგომარეობისათვის 
2

1
;0 === jln  და  

( )ω622
0 += mcmcE                                      (14)                     

4.49.თავისუფალი ნაწილაკის მცირე r -ებისათვის გვაქვს: ll rgrf ′≈≈ , , რის 

გამოც ll ′< -თვის gf >> , ხოლო ll ′> -თვის gf << . დავუשვათ, რომ ეს თანა-

ფარდობა ნარჩუნდება მოცემულ ველשი. ll ′< -თვის (ანუ, როცა 2/1−= jl ; 

1−−= lλ ), დირაკის f და gფუნქციებისათვის რადიალურ განტოლებათა სის-
ტემის:  

( )

( ) 0
1

0
1

=−−+−+′

=−+−++′

fUmg
r

g

gUmf
r

f

ελ

ελ

                                (1)   

პირველ განტოლებაשი שეგვიძლია უგულებელვყოთ g  და კვლავ გვექნება lrf ≈ , 

ხოლო (1) სისტემის მეორე განტოლებიდან მიიღება: rfUg ≈ ანუ slsl rrg −′−+ =≈ 1 . 

ანალოგიურად განიხილება ll ′>  :ემთხვევაც. საბოლოოდ გვაქვსש

ll ′< -თვის: lrf ≈ და slrg −′≈                                     (2) 

ll ′> -თვის: slrf −≈ და lrg ′≈                                     (3) 
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4.50. დირაკის განტოლებას ამ שემთხვევაשი ასეთი სახე აქვს: ,x zA B y By= =  

0y zA A= =  ყალიბრების არჩევისას: 

03210 =







−

∂
∂+

∂
∂+






 −
∂
∂+

∂
∂ ψγγγγ m

z
i

y
iieBy

x
i

t
i                   (1) 

(1)-ის კერძო ამონახსნია: 

( )
( )






= ++−

y

y
e zipxipiEt zx

χ
ϕ

ψ                                             (2) 

და (2)-ის שეტანით (1)-שი მიიღება განტოლებათა სისტემა: 

( )

( )
0

231

231

=


























−−−+−

+−−−

χ
ϕ

σσσ

σσσ

mE
dy

d
ipeByp

dy

d
ippeBymE

zx

zx

     (3) 

(3) სისტემის მეორე განტოლებიდან:  

( ) ( )y
dy

d
ieBypp

mE
y zx ϕσσσσχ 








−−+

+
= 2131

1
                   (4) 

(4)-ის (3) სისტემის პირველ განტოლებაשი שეტანით კი მიიღება განტოლება ϕ  

ფუნქციისათვის: 

( ) 03
2222

2

2

=







−−−+−− ϕσeBpmEeByp

dy

d
zx                     (5) 

(5)-ის მიღებისას გათვალისწინებულია שემდეგი იგივეობა: 

kijkijji i σεδσσ +=                                                (6) 

eBypx −=ξ  ახალი ცვლადის שემოტანით, (5) განტოლება ემსგავსება წრფივი 

ოსცილატორისათვის שრედინგერის განტოლებას (M ,ω  და ε პარამეტრებით), 

სადაც: 

( ) ( )2
222

2
22 2;

1

eB

eBpmE
M

eB
M z −−== εω                           (7) 

თუ დავუשვებთ, რომ ϕ  სპინორი 2/3σ -ის საკუთარი ფუნქციაა, ანუ სრულდება 

პირობა: 

ϕϕσ
2

1

2

1
3 ±=                                                   (8) 
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მივიღებთ שემდეგ ენერგეტიკულ სპექტრს: 

( )eBneBpmE zpn z
1222

, ++±+=                                (9) 

სადაც ,...2,1,0=n                                      

4.52. imte−







=

χ
ϕ

ψ  ჩასმით: 

( ) ( ) 0=−/+∂/ xmAei ψ                                             (1)     

დირაკის  განტოლებაשი, მიიღება  განტოლებათა שემდეგი სისტემა: 

( )χσϕ AepceA
t

i
 +⋅=






 +
∂
∂

0                                             (2) 

( )ϕσχ AepceAmc
t

i
 +⋅=






 ++
∂
∂

0
22                                (3) 

0=A


 :ი, (3) განტოლებიდან მიიღებაשემთხვევაש







 ⋅−

∂
∂⋅−⋅= ϕσϕσϕσχ p

mc

eA

t
p

mc

i
p

mc


2

0
2 222

1
                     (4) 

(4)-ის (2) განტოლებაשი שეტანით კი მივიღებთ განტოლებას ϕ  ფუნქციისათვის: 

ϕϕ
H

t
i ′=
∂
∂

                                                     (5) 

სადაც: 

( ) ( )( )







×⋅+⋅−Δ−⋅+−−=′ pEpEi

cm

e
ApEi

cm

e

cm

p
eA

m

p
H


σ

2202223

4

0

2

4
2

482
  (6) 

H ′ოპერატორი არ არის ჰამილტონიანი, რადგანაც ის არ არის ერმიტული. ეს 

ფაქტი იმასთან არის დაკავשირებული, რომ ϕϕ+  არ არის ალბათობის სიმკვრივე, 

რომელიც სწორად ასე უნდა იქნეს განმარტებული: 









+








+=−== +++

2

2

22

2

4
1

c

v
o

cm

p ϕϕχχϕϕψψρ


                      (7) 

არარელატივიზმზე გადასასვლელად שემოვიტანოთ ახალი ტალღური ფუნქცია: 

ϕϕ 







+=

22

2

8
1

cm

p
Sh



                                                 (8) 

მაשინ ახალი ჰამილტონიანი მოიცემა ფორმულით: 









−′








+=

22

2

22

2

8
1

8
1

cm

p
H

cm

p
H



                                (9) 
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და (9)-שი (6)-ის שეტანით მიიღება: 

[ ]pE
cm

e
A

cm

e

cm

p
eA

m

p
H




×⋅+Δ−−−= σ
2202223

4

0

2

4882
               (10) 

0=A


 :ი ჰამილტონიანი მოიცემა ფორმულითשემთხვევაש 

          

[ ]AepE
cm

e
A

cm

e

cm

p
B

mc

e
eA

m

Aep
H






+×⋅+Δ−−⋅+−+= (
48822

)(
2202223

4

0

2

σσ   (11) 

4.53. ვაჩვენოთ, რომ ( )xVμ  ნამდვილი სიდიდეა.მართლაც: 

( ) ( ) μμμμμμμ ψγψψγγγγψγψγψψγψ VVV ====== +++++++∗ 0000       (1) 

ლორენცის გარდაქმნების მიმართ μV  :ემდეგნაირად გარდაიქმნებაש

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xSSxxxxV ψγγψψγψ μμμ
1

0
−+=′′′′=′′                        (2) 

სადაც გამოვიყენეთ ფაქტი, რომ 0
1

0 γγ +− = SS ; ბოლოს კი, ν
ν

μμ γγ Λ=− SS 1 თა-

ნაფარდობის გამოყენებით მიიღება: 

( ) ( )xVxV ν
ν

μμ Λ=′′                                                   (3) 

ამრიგად μV ლორენც ოთხვექტორია. 

4.54.ლუწობის გარდაქმნის მიმართ μV  :ემდეგნაირად გარდაიქმნებაש

( ) ( ) ( )xtxtxtVxtV


,,),(, 00 ψγγγψ μμμ =−′→                          (1) 

საიდანაც აשკარაა, რომ: 

( ) ( ) ( ) ( )xtVxtVxtVxtV ii

 −=′−=′ ,,,,, 00                               (2) 

როგორც ცნობილია, მუხტური שეუღლების მიმართ სპინორები שემდეგნა-
ირად გარდაიქმნებიან: 

( ) ( ) T
c Cxx ψψψ =→                                          (3) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) CCCCC TTT
T

TTT ψγγψγγγψγγψγψψ =−===→= ++
∗++ 000

00
0

00   (4) 

ამიტომ, μV -ს გარდაქმნის კანონი იქნება: 

( ) μμμμ ψγψψγψ VCCV TTT ==−→ −1                            (5) 

(5)-ის მიღებისას გამოყენებულია שემდეგი თანაფარდობები: 

11 , −− −=−= CCCC T
μμ γγ                                        (6) 
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დროითი გარდაქმნების მიმართ გვაქვს: 

( ) ( ) ( )xtTxtx


,, ∗=−′→ ψψψ                                      (7) 

სადაც T  მატრიცა აკმაყოფილებს שემდეგ პირობებს: 

TTT μ
μ

μ γγγ == ∗−1 ;   ∗−+ −=== TTTT 1                           (8) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ:  

( ) ( ) 0, γψψ Txtx
−′→                                            (9) 

ამიტომ: 

( ) ( ) ( )
( ) ψγγψψγγψ

ψγγψψγγψψγγψ
μμ

μμμμ

00

01100,
++

∗∗−−∗

==

===→
T

TTTTT TTTTTTxtV


   (10) 

საბოლოოდ გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( )xtVxtVxtVxtV ii


,,;,, 00 =−′=−′                              (11) 

4.55. μA  სიდიდე ლორენცის გარდაქმნების მიმართ ასეთი სახით მოიცემა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xAxxxSSxxA ν
ν

μν
ν

μν
ν

μμ ψγγψψγγψ ΛΛ=ΛΛ=Λ=′′ − detdet 55
1   (1) 

სადაც გამოყენებულია  ფაქტი, რომ: 

1111
5

1

!4!4
γγγγεγγγγεγ δγβα

δ
σ

γ
ρ

β
ν

α
μ

μνρσ
σρνμ

μνρσ ΛΛΛΛ−=−= −−−−− i
SSSSSSSS

i
SS

  

                 (2) 

მუხტური שეუღლება ცვლის μA -ს ნიשანს. ლუწობა ცვლის დროითი კომპონენტე-
ბის ნიשანს და არ ცვლის სივრცული კომპონენტებისას. დროის ინვერსია არ ცვლის 
დროითი კომპონენტების ნიשანს, ცვლის სივრცული კომპონენტებისას. 

4.56. ( ) ( )xx ψγψ μ
μ∂  

სიდიდე ლორენცის გარდაქმნების მიმართ არ იცვლება ანუ 

სკალარია. P ლუწობა არ ცვლის ამ სიდიდეს, C მუხტური שეუღლება იძლევა 

( ) ψγψ μ
μ∂ -ს, ხოლო დროის ინვერსია კი ( ) ψγψ μ

μ∂− -ს.          

4.58. დირაკის განტოლების ტრანსფორმირებით მიიღება: 

( )( ) 0, =−/ mpspu                                                 (1) 

პირობის თანახმად:  

( )TCC μμ γγ −=−1                                                  (2) 

5detdet
!4

γγγγγε δγβα
αβγδ Λ=Λ−= i
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(1) და (2)-დან კი მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა:  

4.59.  ა) ( ) ipziEt
pc e

mE

p

Nx −−






































+

−
=

1

0

1

0

ψ  

ბ) ( ) timex ′−



















=′′

0

0

0

1

ψ  

4.60. ა) ( ) ( )pzEti

p

p e

mE

p
Nxt +−





























+










=

0

1

0

1

,
ψ ; ( ) ( )pzEti

p

pt e

mE

p
iNxt +−





























+










−=

0

1

0

1

,
ψ  

ბ) ( ) ( )zpEti

p

p e

mE

pNx ′′−

















+
=′′ ϕ

ϕ
ψ  

სადაც:  



































=

2
sin

2
cos

θ

θ

ϕ
i

 

4.61. 







==

0

0
0 I

I
P γ ;  











−
==

2

2
02

0

0

σ
σ

γγ iiC

 
4.62.  გაამრავლეთ: 

( ) ( ) ( )pupu
p

p
r

r
r

11 +−=⋅Σ




                                       (1) 

თანაფარდობა მარცხნიდან 0γ -ზე. ( ) ( )pupu rr

 −=0γ -ის გათვალისწინებით 

მიიღება: 

( ) ( ) ( )pupu
p

p
r

r
r −−=−−⋅Σ

1
)(





                                   (2)  

საიდანაც ჩანს, რომ სპირალობამ ნიשანი שეიცვალა. 



191 

4.63. დროის ინვერსიისას, დირაკის განტოლების ტალღური ფუნქცია იქნება: 

( ) ( ) ( ) ( )xptEi

r
p

r

rt
pe

mE

pNxtixt
 ⋅−−

∗
∗

∗

∗ =
















+
⋅−=−=

ϕσσ
ϕσ

ψγγψ 2

2

31 ,,

 

           (1) 

სადაც გამოვიყენეთ 22 σσσσ  −=∗ ტოლობა. (1) გამოსახულებიდან ვასკვნით, 

რომ იმპულსმა שეიცვალა მიმართულება, ანუ pp
 −→ . ადვილი שესამოწმებელია, 

რომ სრულდება שემდეგი ტოლობები: 

12
2

21
2 ; ϕϕσϕϕσ ii −== ∗∗                                         (2) 

განვიხილოთ 1=r ) ემთხვევაש  2=r  ანალოგიურად განიხილება), მაשინ, (2)-ის 
გათვალისწინებით, (1)-დან მიიღება: 

( ) ( )xptEi

p

t
pe

mE

piNxt
 ⋅−−

















+
⋅−−=

2

2

, ϕσ
ϕ

ψ                             (3) 

თუ (3)-ზე მარცნიდან ვიმოქმედებთ 
p

p



)(−⋅Σ

ოპერატორით,  ვნახავთ, რომ სპი-

რალობა არ שეიცვალა. იმავე שედეგის მიღება שეიძლება, თუ ავიღებთ წინა ამოცა-
ნის (1) ტოლობის კომპლექსურად שეუღლებულს და გავამრავლებთ მიღებულ 

განტოლებას მარცხნიდან 31γγi -ზე.  

იმავე პროცედურების ჩატარება שეიძლება υ სპინორისთვისაც. 

4.64. ტრანსფორმირებული ჰამილტონიანი ასე გამოიყურება: 

( ) ( ) ( ) ( )







++⋅








−=′ θθβαθθ p

p

m
pmpp

p

m
pH 2sin2cos2sin2cos


        (1) 

სადაც pp
= .  იმისათვის, რომ ჰამილტონიანს ჰქონდეს β≈′H  სახე, p


⋅α -ს 

წინ კოეფიციენტი ნული უნდა იყოს, ანუ უნდა სრულდებოდეს პირობა: 

( )
m

p
ptg =θ2                                                       (2) 

4.66. ჯერ שევამოწმოთ, რომ სრულდება שემდეგი ტოლობა:      

( ) ( ) ( )mEE

p

E

mE
p

p

p
pU

ppp

p

+
⋅+

+
=⋅+=

22
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 αβθαβθ             (1) 

( ) ( )xptEi

r
p

r
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mE

pN
 ⋅−−

∗
∗
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+
⋅−

−=
ϕσσ

ϕσ
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2
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ამიტომ: 

( ) ( ) 













+
⋅−

+














+
⋅+

+
=

mEE

p

E

mE
x

mEE

p

E

mE
x

ppp

p

ppp

p
FW

2222





 αβαβ

      (2) 

ხოლო ( )[ ] ( )pfipfx
 ∇=, ცნობილი ტოლობიდან  მიიღება ორი დამხმარე שედეგი: 

( ) x
E

mE
p

E

m

mE

Ei

E

mE
x

p

p

pp

p

p

p 

2222 3

+
+

+
−=

+
                     (3) 

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) xmEE

p

E

p

mEE

mEpi

mEE

i

mEE

p
x

ppppp

p

pppp






+
⋅+

+

+⋅
−

+
=

+
⋅

222

2

22 2/3

αβαβαβαβ

 

(4) 

(2) და (4)-ის გამოყენებით კი მიიღება: 

( )
( )
( )

( )
( )mEE

p
i

E
i

mEE

pp
i

mEE

p
ixx

ppppppp
FW +

⋅+−
+
⋅+

+
−=

2222 2


 αααβαβ

        (5) 

(5) გამოსახულება კი שემდეგნაირად שეიძლება ჩაიწეროს: 

( )
( ) ( )mEE

p

E
i

mEE

pp
ixx

ppppp
FW +

×Σ−−
+
⋅+=

222 2


 αβαβ

                      (6) 

ამრიგად, გამოჩნდა, რომ ფოლდი-ვაუტხაუზენის გარდაქმნა არ ცვლის იმპულსს 
და ამიტომ გვექნება: 

[ ] kll
FW

k
FW ipx δ=,                                               (7) 

4.67. გამამატრიცების ანტიკომუტაციური თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს, 

რომ 42222 cmpcHD += 
, რის გამოც DH -ს საკუთარი მნიשვნელობებია E± , 

სადაც 4222 cmpcE += 
. 









=

1

1
1 χ

φ
ψ  რომ იყოს DH -ს E დადებითი ენერგიის שესაბამისი სპინორი, 

მაשინ გამამატრიცების დირაკის წარმოდგენაשი שეგვიძლია ჩავწეროთ: 









=



















−⋅

⋅
=









1

1

1

1

2

2

1

1

χ
φ

χ
φ

σ
σ

χ
φ

E
mcpc

pcmc
HD 



                           (1) 

ამ განტოლებიდან ჩანს, რომ მისი ამონახსნებია: 

2
1 mcE +=φ                                                    (2) 

pc
 ⋅= σχ1                                                       (3) 
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ახლა დავუשვათ, რომ  







=

2

2
2 χ

φ
ψ  DH -ს E−  უარყოფითი ენერგიის שესაბამისი 

სპინორია,  მაשინ გამამატრიცების დირაკის წარმოდგენაשი שეგვიძლია ჩავწეროთ: 
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−⋅

⋅
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2

2
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2

2

2
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χ
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χ
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σ
σ

χ
φ

E
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HD 



                           (4) 

ამ განტოლებიდან ჩანს, რომ მისი ამონახსნებია: 

pc
 ⋅−= σφ2                                                       (5) 

2
2 mcE +=χ                                                      (6) 

(1) და (4)-დან კი მიიღება: 










−







=








−
−

=








E

E

EE

EE
HD

121

21

21

21

21

21

0

0

χχ
φφ

χχ
φφ

χχ
φφ

                     (7)                     

ნორმალიზაციის ფაქტორთან ერთად, 








21

21

χχ
φφ

 :ეიძლება ასე ჩაიწეროსש 

( )[ ] 










+

−+
+= −+

2

2

2

1
22

mcEpc

pcmcE
mcEEU 



σ
σ

                          (8) 

რომელიც უნიტარული მატრიცაა და გააჩნია שებრუნებული:  

( )[ ] 










+−

+
+= −+

2

2

2

1
22

mcEpc

pcmcE
mcEEU 



σ
σ

                         (9) 

ამიტომ მიიღება: 

FWD H
E

E
UUH =








−

=+

0

0
                                      (10) 

უფრო აბსტრაქტული გზა ფოლდი-ვაუტხაუზენის უნიტარული ოპერატორის שე-
მოყვანისა,  שემდეგია. שემოგვყავს  ოპერატორი: 











 ⋅= θγ
p

p
U 



exp                                                (11) 

რომელשიც  θ -ს ქვემოთ განვსაზღვრავთ. რადგანაც 1

2

−=








 ⋅
p

p


γ
, მივიღებთ, 

რომ: 

θγθ sincos
p

p
U 


⋅+=                                           (12) 



194 

რადგანაც γγ 
−=+ , U -ს ერმიტულად שეუღლებული ოპერატორი იქნება: 

θγθθγ
sincosexp

p

p

p

p
U 






⋅−=











 ⋅−=+                         (13)  

( )20 mcpcHD +⋅= γγ  დირაკის ჰამილტონიანი ანტიკომუტირებს p

⋅γ -თან, 

რის გამოც 

2++ = UHUUH DD და θγθθθ 2

2

2 sincossin2cos
2

−








 ⋅−=+

p

p
U 



. ამიტომ: 

( )
























−⋅++=

=










 ⋅−+⋅=+

θθγθθγ

γθθγγ

2sin2cos2sin2cos

2sin2cos

20

20

p

mc
pccpmc

p

p
mcpcUUHD









           (14) 

თუ ავირჩევთ 
E

cp


=θ2sin -ს და 
E

mc2

2cos =θ , მაשინ p

⋅γ -ის პროპორციული 

წევრი ქრება და მიიღება: 

( )
FWD HE

E

cpcm
UUH ==+=+ 0

22420

γγ 

                    (15) 

რაც თანხვედრაשია (10) ფორმულასთან. ახალ ბაზისשი არ არის გადაბმული ბის-
პინორის დიდი და მცირე კომპონენტები. 

4.68. ელექტრომაგნიტური ველისათვის ჰამილტონიანი שემდეგი სახით ჩაიწერება: 







 ⋅+=

mc
mcHD

πγγ


102                                         (1) 

სადაც:  

c

Ae
p


 −=π                                                      (2) 

 :ნოთ, რომשევნიש

[ ] DD HH πγπγ 
⋅=⋅ 2,                                           (3) 

როცა 0=A


 და mcp <<
, მაשინ 

mc

p

2



≈θ ანუ ველის გაქრობისას და მცირე სიჩ-

ქარეებზე ფოლდი-ვაუტხაუზენის უნიტარული მატრიცა მიახლოებით 



 ⋅
mc

p

2
exp

γ
-ს 
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ტოლია.ამ שემთხვევაשი ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედების მუდმივას მი-
ხედვით პირველ მიახლოებაשი მიიღება: 

1
1

AeU =                                                          (4) 

სადაც: 

mc
A

21

πγ 
⋅=                                                         (5) 

მაგრამ [] -ის 1.34 ამოცანის თანახმად:  

[ ] [ ][ ] [ ][ ][ ] ...,,
6

1
,,

2

1
, 111111

11 ++++=− HAAAHAAHAHeHe DDD
A

D
A       (6)     

(3)-დან გამომდინარეობს, რომ [ ][ ][ ] ( ) D
n

D HAHAAA 1111 2...,,..., = , სადაც n  არის 

ჩადგმული კომუტატორების რიცხვი. ამიტომ: 
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 (7) 

აქ გამოყენებულია ფაქტი, რომ 0γ ანტიკომუტირებს πγ 
⋅ -თან. (7)-დან ჩანს, რომ 

πγ 
⋅  -ის მიხედვით წრფივი წევრი ბათილდება 1U  ტრანსფორმაციასთან. კუბური 

და მეხუთე ხარისხის წევრების გასაბათილებლად שემოვიღებთ שემდგომ ტრან-

ფორმაციას: 2
2

AeU = , სადაც: 

53
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mcmc
A

πγπγ 

                                       (8) 

რაც მოგვცემს: 



















 ⋅+
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 ⋅+== −
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eHeH AA πγπγπγγπγ 

 (9) 

კომბინირებულ უნიტარულ გარდაქმნებს კი ასეთი სახე აქვს: 



















 ⋅+
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 ⋅==
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1
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1
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mcmcmc
UUU

πγπγπγ 

                (10) 

და (10) „წმინდავს“ ჰამილტონიანს იმ წევრებისაგან, რომლებიც ურევენ ერთმა-
ნეთשი ბისპინორის დიდ და მცირე წევრებს.  

4.69. 4.5 ამოცანის თანახმად, მოცემული მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია ასე 
გამოიყურება: 

( ) ( )






 −= trp
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pu εψ 




exp                                       (1) 
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სადაც:  
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ε
ϕ

ε
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ϕ

χ
ϕ

2
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                       (2) 

(აქ გამოყენებულია 1== ∗∗ ϕϕuu ნორმირება). მაשინ სპინის ვექტორის საשუალო 

გამოითვლება שემდეგი ფორმულით: 
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საიდანაც, პაულის მატრიცების თვისებების გამოყენებით, მიიღება: 

( ) ϕσϕ
ε

ϕσ
ε

σϕ zxxx

mc

mc

cpN
s ∗∗ =













+
−=

22

2

22

222

                      (4) 

ϕσϕ
ε yy

mc
s ∗=

2

2

;  ϕσϕ
ε zz

mc
s ∗=

2

2

                                  (5) 

4.70. მოცემული უნიტარული გარდაქმნისათვის: 

11

11

2

1ˆˆ








−

== +UU
           

(1)
 

მიიღება: 









==′ +

01

10ˆˆ UUββ ; Σ==Σ′ +


UU ˆˆβ ; 







−

==′ +

σ
σ

αα 




0

0ˆˆ UU             (2) 

ამრიგად, სპინის ვექტორის ოპერატორი ახალ სისტემაשი ინარჩუნებს თავის წი-
ნანდელ სახეს, ხოლო დირაკის განტოლება ახალ წარმოდგენაשი ასე ჩაიწერება: 

( )ψβαψ ′′+′=′
∂
∂ 2ˆ mcpc
t

i


                                      (3) 

სადაც: 









=








−
+

=







==′

η
ξ

χϕ
χϕ

χ
ϕ

ψψ
2

1ˆˆ UU                            (4) 

ანუ ξ  და η  ორკომპონენტიანი სპინორებისათვის მიიღება განტოლებათა שემ-

დეგი სისტემა: 

(3)
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ηξσξ 2mcpc
t

i +=
∂
∂ 

                                            (5) 

ξηση 2mcpc
t

i +−=
∂
∂ 

                                           (6) 

4.71. წინა ამოცანის (5)-(6) განტოლებიდან ჩანს, რომ 0=m -თვის ξ  და η  ორ-

კომპონენტიანი სპინორები აკმაყოფილებენ დამოუკიდებელ განტოლებებს. გარ-
და ამისა, ეს სპინორები ლორენცის გარდაქმნებისას ერთმანეთისაგან დამოუკი-
დებლად გარდაიქმნებიან. ამრიგად, უმასო ნაწილაკისათვის:  

ξσξ pc
t

i


 =
∂
∂

                                                     (1) 

ηση pc
t

i


 −=
∂
∂

                                                    (2) 

განტოლებები რელატივისტურად ინვარიანტულ განტოლებებს წარმოადგენენ და 
მათ ვეილის განტოლებები ეწოდებათ. მაგრამ, დირაკის განტოლებისაგან განსხ-
ვავებით, ეს განტოლებები არ არიან ინვარიანტული სივრცული არეკვლის მიმართ, 

რაც ფიზიკურად იმაשი მჟღავნდება, რომ ნაწილაკს 0>= pcε ენერგიით שეესა-

ბამება 2/1±=λ  სპირალობის მქონე ორი მდგომარეობა. 

4.72.K  სისტემაשი, რომელשიც ნაწილაკი უძრავია და 2mc=ε ენერგია გააჩნია, 
მისი სპინური მდგომარეობა აღიწერება ბისპინორით: 

( ) 







=

0
0 0ϕu                                                       (1) 

სადაც 0ϕ  ორკომპონენტიანი სპინორია. 

K ′  სისტემაשი, რომელשიც მოძრაობს K  სისტემის მიმართ v
− სიჩქარით, 

ნაწილაკს გააჩნია v


სიჩქარე და 

2

2

1
c

v

vm
p

−
=




იმპულსი, ხოლო მისი სპინური მდგო-

მარეობა აღიწერება ( )pu 
 ბისპინორით, რომელიც שეიძლება  გამოხატულ იქნეს 

( )0u -ით, ბისპინორებისათვის ლორენცის გარდაქმნების שემდეგი ფორმულით: 

( ) ( )0ˆuSupu =′≡
                                                 (2) 







 =−=







−=

c

v
thnshchnS θαθθθα ;

222

1
expˆ 

                      (3) 

სადაც 
v

v
n


 −= - K ′  სისტემის K -ს  მიმართ სიჩქარის ერთეულოვანი ვექტორია. 
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(4), (5) ფორმულის და : 
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2 21

1
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2
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2 mc

mcpE

th

ch
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+=








−
+=+=

θ
θθ

               (5) 

(2), (3) ფორმულის გამოყენებით მიიღება: 

( ) ( )
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ϕσ
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ϕσθ
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mcE
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mcpE
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v
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                 (6)                        

4.73. თუ 100 =∗ϕϕ , მივიღებთ ნაწილაკის სპინის ოპერატორის საשუალო მნიשვნე-

ლობას K ′სისტემაשი (რომელשიც მას გააჩნია p


იმპულსი): 

( ) ( ) ( ) 022

2

0

2

4
2

1

ϕσσσσϕ












+
++== ∗

∗

∗
pp

mcE

c

E

mcE

uu

uu
sp


            (1) 

ნაწილაკის უძრაობის სისტემაשი სპინის საשუალო უდრის: 

000 2

1 ϕσϕ ∗=s                                                       (2) 

თუ z  ღერძს მივმართავთ ნაწილაკის p


იმპულსის გასწვრივ და გამოვიყენებთ 

პაულის მატრიცების თვისებებს, მივიღებთ კავשირს (1) და (2) ფორმულით გან-
მარტებულ საשუალოებს שორის:  

zzpyypxxp sss
E

mc
ss

E

mc
s ,0,,0

2

,,0

2

, ;; ===                        (3) 

4.74. დირაკის განტოლების ამონახსნს, რომელიც שეესაბამება ნაწილაკის განსაზ-
ღვრულ ენერგიას და იმპულსს, ასეთი სახე აქვს: 





















Etrp

p

p
Etrp
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Ep emcE
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mcE
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±
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χ

χσ

ϕσ
ϕ
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                  (1)   

სადაც 24222 mccmcpE ≥+= . ამასთან, +
pEψ ეესაბამება pש 


 იმპულსის და 

E ენერგიის ნაწილაკს. 
−
pEψ ამონახსნს, რომელიც שეესაბამება ნაწილაკს უარყოფითი ენერგიით და 

p
− იმპულსით, არ გააჩნია ნაწილაკის ფიზიკური მდგომარეობის ტალღური ფუნ-

ქციის שინაარსი. ეს მდგომარეობა ეთანადება ანტინაწილაკს, ამასთან, ანტინაწი-
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ლაკის ტალღური ფუნქცია −− = ψψ Cc  მიიღება Ĉ მუხტური שეუღლების ოპერა-

ციის ჩატარების שედეგად −
pEψ

 
ფუნქციაზე. ეს გარდაქმნა (დირაკის მატრიცების                  

სტანდარტულ წარმოდგენაשი) ცხადი სახით שემდეგნაირად ჩაიწერება: 

( )βψγγψγγψψ ∗−−−+ =≡= 4242Ĉc                                  (2) 

ანუ, უფრო დაწვრილებით (ბისპინორული ინდექსების მითითებით),                                             

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )μαμ

μαμμδμαδμδμαδδαδα

ψγ

ψβγγψβγγβψγγβψγγψ
∗−

∗−∗−∗−∗−+

=

=====

2

42424242c
 

(3)-ის გამოყვანისას გამოვიყენეთ שემდეგი ფორმულები:                       

δμμδ βββγβ === ,1, 2
4                                          (4) 

განვიხილოთ שემდეგი თანაფარდობები: 
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; ( )321 ,, σσσσ −=∗ ; 22 σσσσ −=∗    (5)   

(3) და (5)ფორმულის საשუალებით שეიძლება დაიწეროს ანტინაწილაკის שესაბამი-
სი ტალღური ფუნქცია (რომელიც שეესაბამება დირაკის განტოლების „არაფიზი-

კურ“ −
pEψ ამონახსნს): 
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ამ მდგომარეობაשი ანტინაწილაკს გააჩნია p


 იმპულსი და 24222 mccmcpE ≥+=  
ენერგია. שემოვიტანოთ ∗−= pEp i χσϕ 2  აღნიשვნა და (6) დავწეროთ שემდეგი სახით:         

  




Etrp
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pE e

mcE
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+

=
ϕσ
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                                  (7)                     

4.76. 







−=

01

10
5γ  ერმიტული ოპერატორი უმასო ნაწილაკის pcpcH ˆ

0

0ˆˆ 













==

σ
σ

α  

ჰამილტონიანთან, ცხადია, რომ კომუტირებს:  [ ] 0ˆ,5 =Hγ . 

5γ  ოპერატორის μ საკუთარი მნიשვნელობების ფიზიკური არსის გასარკვე-

ვად ვიპოვოთ საერთო საკუთარი μψ pE  ფუნქცია ერთმანეთთან კომუტირებადი 

pH ˆ,ˆ 
 და 5γ  ოპერატორების. ეს ფუნქცია ასე გამოიყურება: 

(3)
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pcEe
p

E

c

Etrp
i

p

p

pE ±=















=

−

,




μ

μ

μ ϕσ

ϕ
ψ                              (1)      

ამასთან, μμ μψψγ pEpE =5  განტოლებიდან მივიღებთ: 

μμμμ ϕσμϕμϕϕσ pppp p
E

c
p

E

c  =−=− ;                            (2) 

(2)-დან ჩანს, რომ 12 =μ , ანუ 5γ  ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობებია 

1±=μ . ასევე (2) ტოლობიდან და ( )
2

2
22

c

E
pp == σ  თანაფარდობიდან გამომდი-

ნარეობს שემდეგი განტოლებები: 

μμ μψψγ pEpE =5                                                 (3)  

( ) μμ ψμψ pEpE E

E
n −=Σ


                                           (4) 

სადაც 
p

p
n


 = . აשკარაა, რომ (3) და (4) განტოლება ერთმანეთის ეკვივალენტუ-

რია. ამ ფაქტიდან კი, თავის მხრივ, გამომდინარეობს ფიზიკური აზრი 
E

Eμ− სი-

დიდის. კერძოდ, ეს სიდიდე წარმოადგენს მდგომარეობის სპირალობის λ2 გაორ-
მაგებულ მნიשვნელობას.  

ამრიგად, მივიღეთ, რომ დირაკის განტოლების 0>= pcE  დადებითი ენერ-

გიის მქონე მდგომარეობებისათვის λμ 2−= , ხოლო უარყოფითი ენერგიებისათ-

ვის (რაც שეესაბამება ანტინაწილაკს) – λμ 2= . 

4.77. რადგანაც ±± = PP ˆˆ 2 , ეს ერმიტული ოპერატორები პროექციული ოპერატო-

რებია. წინა ამოცანის שედეგების მიხედვით שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ +P̂  

დადებითი ენერგიის ამონახსნებს აპროექტირებს 2/11 −=λ სპირალობით, ხოლო 

2/12 =λ სპირალობით – უარყოფითი ენერგიის ამონახსნებს (ანუ, ანტინაწილაკე-

ბის שესაბამის მდგომარეობებს). −P̂ ოპერატორისათვის საწინააღმდეგო სურათი 

გვაქვს. 

4.78. ნაწილაკს და ანტინაწილაკს საპირისპირო ნიשნის სპირალობები იმიტომ გა-
აჩნიათ, რომ:  

cc μψψγ =5                                                 (1) 
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განტოლება მუხტური שეუღლებისას ასეთ სახეს ღებულობს: 

cc μψψγ −=5                                                    (2) 

რადგანაც Ĉ მუხტური שეუღლების ოპერატორი ანტიკომუტირებს 5γ  მატრიცას-

თან.                                                                         

4.79. დირაკის განტოლებას ორკომპონენტიანი სპინორებისათვის, 0=m  უმასო 
ნაწილაკების שემთხვევაשი, განტოლებათა სისტემის სახე აქვს: 

χχσϕ
ps

s

c
pc

t
i ˆˆˆ 
 ≡=
∂
∂

                                           (1) 

ϕϕσχ
ps

s

c
pc

t
i ˆˆˆ 
 ≡=
∂
∂

                                            (2) 

ამ სისტემის ბუნებრივი განზოგადება ნებისმიერი s  სპინის მქონე უმასო ნა-
წილაკისათვის იმაשი მდგომარეობს, რომ ამ განტოლებებשი ϕ  და χ  უნდა გა-

იგივდეს ორ სპინურ ფუნქციასთან, რომლებიც s  სპინს שეესაბამება და რომელ-

თაგანაც თითოეულს 12 +s კომპონენტი გააჩნია. ამასთან, ŝ უნდა გავიგოთ, რო-
გორც s  სიდიდის  სპინის ოპერატორი. 

1=s  სპინის שემთხვევაשი, ხელსაყრელია ვიმუשავოთ ვექტორული წარმოდ-
გენით, სადაც, დეკარტეს სისტემაשი, სპინური ფუნქციის კომპონენტები ვექტო-
რის კომპონენტებია, ხოლო სპინის ოპერატორის კომპონენტები שემდეგი თანა-
ფარდობით განისაზღვრებიან: 

liklki aias ε−=ˆ                                                    (3) 

ამასთან: 

( )kl
i

iklkiik arota
x

apsaps



 ≡

∂
∂−== εˆˆˆˆ                           (4) 

ანუ ( ) arotaps



 =ˆˆ  და თუ (1)-(2) განტოლებაשი ϕ  და χ -ს გავაიგივებთ, שესაბა-

მისად, E


და Hi


-თან, მივიღებთ მაქსველის განტოლებების ნაწილს: 

HrotE
tc


=

∂
∂1

;  ErotH
tc


=

∂
∂− 1

                                   (5) 

ორი დანარჩენი განტოლება: 

0;0 == HdivEdiv


                                           (6) 

ორ დამატებით პირობას იძლევა, რომლებიც E


და H


ვექტორებს ედება. კლასი-
კურ ელექტროდინამიკაשი ისინი იძლევიან ელექტრომაგნიტური ველის განივო-
ბას, ხოლო კვანტურ-მექანიკურ ასპექტשი ისინი שეესაბამებიან ფაქტს, რომ არ 
არსებობს ფოტონი ნულოვანი სპირალობით. 
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4.80. ელექტრომაგნიტურ ველשი მოთავსებული დირაკის e მუხტის მქონე ნაწი-

ლაკის მუხტის სიმკვრივისა და დენის გამოსახულებები მოიცემა שემდეგი ფორ-

მულებით: 

ψγψψψρ 4ee == +                                               (1) 

ψγψψαψ 4iececJ == + 
                                           (2) 

ტალღურ ფუნქციაשი (ბისპინორשი): 









=

χ
ϕ

ψ                                                           (3) 

χ ქვედა სპინორი აკმაყოფილებს שემდეგ  განტოლებას: 

χχϕσχ
0

2 eAmcA
c

e
pc

t
i +−






 −=

∂
∂ 

                               (4) 

არარელატივისტურ ზღვარשი (როცა ნაწილაკის E სრული ენერგია 2mcE ≈ ), 

იმის გამო, რომ:  

χχ 2mc
t

i ≈
∂
∂

                                                   (5) 

(4) ასეთ სახეს ღებულობს: 

ϕσχ 





 −≈ A

c

e
p

mc



2

1
                                         (6) 

ანუ, როგორც (6)-დან ჩანს, არარელატივისტურ ზღვარשი: 

ϕχ <<                                                       (7) 

ამიტომ, ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია ამ ზღვარשი ასეთია: 























 −

≈
ϕσ

ϕ
ψ

A
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e
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mc

 ˆ
2

1                                        (8)     

ხოლო: 
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 −= ∗∗

∗
∗+ σϕϕϕσϕψ 

A
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e
p

mc
A
c

e
p

mc
ˆ

2

1
,ˆ

2

1
,         (9) 

(8) და (9) გამოსახულების (1) და (2) ფორმულაשი שეტანით, 2/1 c სიზუსტით მი-

იღება שემდეგი ფორმულები მუხტის სიმკვრივისა და დენისათვის: 

ϕϕψψρ ∗+ ≈= ee                                              (10) 
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e
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ececJ

ˆˆ
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2ˆ
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1
,

0

0

(11) 

თუ გამოვიყენებთ პაულის მატრიცების שემდეგ თვისებას: liklikki i σεδσσ += , 

მაשინ (11) გამოსახულება שეიძლება მნიשვნელოვნად გამარტივდეს, გვექნება: 

( ) ( )[ ]
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 −=
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ϕσσϕϕσσϕ

lkklikliii
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A
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e
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e
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e
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ˆˆ
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ˆˆ
2

ˆˆ
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      (12) 

ამასთანავე, გვაქვს: 

( ){ }ϕσϕϕσϕεϕϕσϕε ∗∗∗∗ ≡
∂
∂=
















∂
∂+

∂
∂

rot
xxx l
k

ikl
kk

likl             (13) 

ამიტომ, (12) და (13)-დან საბოლოოდ მიიღება: 

( ){ } ( )ϕσϕϕϕϕϕϕϕ 
∗∗∗∗ +−∇−∇−= rot

m

e
A

mc

e

m

ie
J

22

2

              (14) 

უნდა აღინიשნოს, რომ (14) ემთხვევა არარელატივისტური თეორიის ფორმულას 

ნაწილაკისათვის, რომელსაც აქვს 2/1=s სპინი, e  მუხტი და mce 2/=μ
მაგნიტური მომენტი. 
4.81. თუ ვისარგებლებთ დირაკის მატრიცების ცხადი სახით და ელექტრომაგნი-
ტური ტენზორის განმარტებით: 

3,2,1,

44

=
=

=−=

ki

HF

iEFF

liklikl

iii

ε                                                   (1)  

ამოცანის ჰამილტონიანი שეიძლება ასეთი სახით ჩაიწეროს: 

βαλβλβα 2ˆˆ mcEiHpcH ++Σ−=


                                 2) 

ხოლო Ψ=
∂
Ψ∂

H
t

i ˆ ტალღური განტოლება ორკომპონენტიანი 







=

χ
ϕ

ψ  ბისპი-

ნორების ϕ  და χ  სპინორებისათვის ასეთ განტოლებათა სისტემას იძლევა: 

ϕσλχσλϕχσϕ HEimcpc
t

i


 −++=
∂
∂ 2ˆ                               (3) 

χσλϕσλχϕσχ HEimcpc
t

i


 +−−=
∂
∂ 2ˆ                               (4) 
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არარელატივისტურ ზღვარზე გადასასვლელად, როდესაც ნაწილაკის სრული 

ენერგია 2mcE ≈ , აუცილებელია ტალღურ ფუნქციაשი გამოიყოს 

tmc

e

2

−
მამრავ-

ლი, ანუ ტალღური ფუნქცია שემდეგი სახით უნდა ავიღოთ: 









=

−

χ
ϕ

ψ ~

~2



tmc

e                                                    (5) 

და გამოსახულებაשი: 









=





∂
∂+=

∂
∂ −

χ
ϕ

ψψψψ ~

~
~;~~ 2

2

t
imce

t
i

tmc
i

                            (6)    

გავითვალისწინოთ უტოლობა: 

ψψεψ ~~~ 2mc
t

i <<≈
∂
∂

                                          (7) 

(სადაც ε  არარელატივისტური ნაწილაკის ბმის ენერგიაა), მაשინ (4) განტოლები-
დან ვღებულობთ: 

( )ϕσλσχχσλχ ~ˆ~~~2 2 Eipc
t

iHmc



 −=

∂
∂+−                          (8) 

ზემოთ მიღებული თანაფარდობებიდან 2mcH <<


λ უტოლობის გათვალისწინე-

ბით, მიიღება: 

ϕσλσχ ~ˆ
2

1~ 





 −≈ E

c

i
p

mc


                                        (9) 

-ნოთ, რომ ისევე, როგორც თავისუფალი არარელატივისტური ნაწილაკიשევნიש
სათვის, აქაც სრულდება უტოლობა: 

ϕχ ~~ <<                                                     (10) 

ახლა (9) שევიტანოთ (3) გამოსახულებაשი (ამასთან, ϕდა χ  სპინორებשი წი-

ნასწარ გამოვყოთ 

tmc

e

2

−
მამრავლი), მივიღებთ: 

ϕσλϕσλσσλσϕ ~~ˆˆ
2

1~ HE
c

i
pE

c

i
p

mt
i


 −






 −





 +=

∂
∂

                (11) 

kkii EEpp σσσσ ==


;ˆ ჩაწერით და პაულის მატრიცების liklikki i σεδσσ +=
თვისების გამოყენებით, მიიღება שემდეგი ტოლობა: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ] [ ]σσσσσσ 
pEiEpipEEppEEp ˆˆˆˆˆˆ −+−=−                     (12) 

ამასთან: 

( ) ( ) EdivipEEp



 =− ˆˆ                                               (13) 

[ ] [ ] [ ]pEErotipEEp ˆ2ˆˆ 


 −−=−                                    (14) 
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რადგანაც 
t

H

c
Erot

∂
∂−=


 1
, ეს წევრი שეგვიძლია უგულებელვყოთ (14) ტოლობა-

 ი, იმის გამო, რომ მას გააჩნია სიმცირისש
c

1
-ზე უფრო მაღალი რიგი, ამიტომ:  

[ ] [ ] [ ]pEpEEp ˆ2ˆˆ  −≈−                                           (15) 

(15)-ისა  და ( ) 2ˆˆ pp
 =σ ტოლობის გათვალისწინებით კი (11) ასეთ სახეს მიიღებს: 

[ ] ϕσλϕσλϕϕ ~ˆ
2

~~
2

ˆ~
2







 −−+−=

∂
∂ 



 pEEdiv
mc

H
m

p

t
i                  (16) 

ეს განტოლება წარმოადგენს שრედინგერის განტოლებას שემდეგი ჰამილტონიანით: 

[ ] 





 −−+−= σλσλ 



pEEdiv
mc

H
m

p
H ˆ

22

ˆ
ˆ

2

                           (17) 

(17) ჰამილტონიანשი 0eA  წევრის არარსებობა იმაზე მეტყველებს, რომ ეს 

ჰამილტონიანი აღწერს ნეიტრალურ ნაწილაკს ( 0A არის გარეשე ელექტროსტატი-

კური ველის სკალარული პოტენციალი), ხოლო H
σλ−  წევრის არსებობა იმას 

გვიჩვენებს, რომ ნაწილაკს გააჩნია λμ ≡  მაგნიტური მომენტი. ბოლო წევრი 

 .ი წარმოადგენს სპინორბიტალურ ურთიერთქმედებასש-(17)

4.82. გარეשე ელექტროსტატიკურ ველשი დირაკის ჰამილტონიანი ასე გამოიყუ-
რება: 

( )
r

Zee
AeVVHrAemcpcH 1

01001
2 ˆ;ˆˆˆˆ ==+≡++= βα                 (1)    

სადაც 1e  ნაწილაკის მუხტია.  

1p


იმპულსის მქონე ნაწილაკის საწყისი მდგომარეობის ნორმირებული ტალ-

ღური ფუნქცია (ერთეულოვანი ნაკადის სიმკვრივით) ასეთია: 

( )
1;;

1

2
1

2
1

2

===
















+

+= +
−

J
v

v
cJe

v
mcE

pc
E

mcE
ii

Etrp
i

i

i

i

i 
 



ψαψ
ϕσ

ϕ
ψ      (2) 

სადაც E და v


 ნაწილაკის ენერგია და სიჩქარეა, ხოლო  2p


იმპულსის მქონე ნა-

წილაკის საბოლოო მდგომარეობის ნორმირებულ ტალღურ ფუნქციას (ერთე-
ულოვანი ნაკადის სიმკვრივით) ასეთი სახე აქვს: 

( )
1;

2

2

2
2

2

==
















+

+= +
−

ff

Etrp
i

f

f

f e

mcE

pcE

mcE ψψρ
ϕσ

ϕ
ψ 



                (3)                   
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iϕ  და fϕ სპინორები ერთიანზეა ნორმირებული, ანუ 1
22 == ji ϕϕ , ხოლო ნაწი-

ლაკის საწყის და საბოლოო მდგომარეობებשი ენერგია ერთნაირია. გაფანტვის 
დიფერენციალური კვეთა მოიცემა שეשფოთების თეორიის ცნობილი ფორმულით:  

fif dVd ρπσ
22


=                                                (4) 

საბოლოო მდგომარეობების სიმკვრივე ტოლია: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 

Ω=Ω−=−=
2323

222
23

3

222 c

pEd

c

ddEEp
EE

pd
EEd f
iff

 ππ
δ

π
δρ         (5) 

 :ფოთების მატრიცული ელემენტი კი ასეთიაשეש

( ) ( )( )
( ) 













+
++== ∗

−
∗

if

rqi

ifif
mcE

ppc
dV

r

e

vE

mcEZee
dVVV ϕσσϕψψ

22

12
22

1 1
2

ˆ


      (6) 

სადაც 12 ppq


 −= . თუ ვისარგებლებთ שემდეგი თანაფარდობებით (θ  გაფანტ-
ვის კუთხეა): 

( )( ) [ ] νσθθσσσ 
sincos 22

122112 ippppipppp −=+=                   (7) 

[ ]
[ ] 









==== −

2
sin

4
;1;

22

2

23

2

21

21

θ
ππνν

p
qr

dV
e

pp

pp rqi 



 

                  (8) 

 ესაძლებელი ხდება უფრო ხელსაყრელი ფორმით ჩაიწეროს (6) მატრიცულიש
ელემენტი. გვექნება: 

( )
( ){ } ifif cipcpmcE

mcEvEp

Zee
V ϕνσθθϕθ

π 
sincos

2
sin2

222222

222

2
1 −++

+
= ∗  (9) 

(4), (5) და (9) ფორმულა განსაზღვრავს გაფანტვის დიფერენციალურ კვეთას.                               

4.83. გამოიყენეთ שემდეგი ცნობილი ფორმულა: 

( ) 2

2

2

1

2

21 ffiff if +=+∗ ϕνσϕ 
                                (1) 

სადაც  აღნიשნავს დაცემული ნაკადის ნაწილაკების სპინური მდგომარეობე-

ბით გასაשუალოებას და გაფანტული ნაწილაკების სპინური მდგომარეობების მი-
ხედვით აჯამვას. 

ამ ამოცანისათვის გვექნება: 

( ){ } =−++∗ sincos
2

222222 ϕνσθθϕ cipcpmcE if



 

                                             (2) ( ) 







−








−+=

2
sin114 2

2

2

2

2
222 θ

c

v

c

v
mcEE
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 არაპოლარიზებული ნაწილაკების გაფანტვის დიფერენციალური კვეთისათვის კი 
გვექნება: 

( )
Ω








−= d
c

v

p

Zee
d

2
sin1

2
sin4

2
2

2

422

2
1 θ

θν
σ                              (3) 

არარელატივისტურ שემთხვევაשი, როცა mvp
c

v ≈<< ;1 , (3) გადადის რეზერ-

ფორდის ფორმულაשი.   

4.84. წინა ამოცანის ამონახსნის (3) ფორმულაשი მოვახდინოთ שემდეგი שეცვლა: 

( ) ( )  ≡→= −− qAedVerAedVe
r

Zee

p

Zee rqirqi
00

1

22

2
1

2
sin



θ
π

               (1) 

-ედეგად მივიღებთ არაპოლარიზებული ნაწილაკებისათვის გაფანტვის დიფერენש
ციალურ კვეთას: 

( )
Ω








−= d
c

vqApe
d

2
sin1

4

~
2

2

2

242

2
0

22 θ
νπ

σ


                               (2) 

თუ გამოვიყენებთ 2
2

2

dq
p

d
π=Ω თანაფარდობას, მივიღებთ გაფანტვის სრული 

კვეთის ფორმულას: 

( ) ( ) 







−=

2

24

0

22
22

22
2
022

2

4
1

~

4

 



p

dqq
cp

v
qA

v

e
E

π
σ                        (3) 

ულტრარელატივისტურ ზღვარשი გვაქვს cv
c

E
p ≈≈ ; . ამასთან, (3) ინტეგ-

რალשი მნიשვნელოვანია 22 Rq ≤  არე, სადაც R , )(0 rA არის პოტენციალის მოქ-

მედების რადიუსი. ამიტომ ∞→ε  ზღვარשი გაფანტვის კვეთა მუდმივი მნიשვნე-
ლობისაკენ მიისწრაფვის: 

( ) ( )
∞

∞→
=→

0

22
022

2

0

~

4
dqqA

c

e
E

E π
σσ                                   (4) 

) ნოთ, რომ (4) ინტეგრალის კრებადობა ქვედა საზღვარზეשევნიש )02 →q   მოით-

ხოვს დიდ მანძილზე )(0 rA  პოტენციალის שემდეგი წესით დაცემას: 

( )
20 r

B
rA <                                                       (5) 
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თუ არ שესრულდება (5) პირობა, მაשინ, არარელატივისტური שემთხვევის ანალო-
გიურად, გაფანტვის სრული კვეთა უსასრულობა იქნება.     

4.85. საძებნი გრინის ფუნქციები שეიძლება ადვილად გამოვსახოთ თავისუფალი 

ნაწილაკის שესაბამისი არარელატივისტური ( )rrg ′± 
,  გრინის ფუნქციების საשუ-

ალებით, რომელთათვის: 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
rr

rrik
rrgrrrrgk

′−
′−±

=′′−=′−Δ− ±±





π
δ

4

exp
,;,2               (1) 

თუ გამოვიყენებთ שემდეგ ტოლობას: 

( )( )EmcpcEmcpccmEc ++−+=+−Δ− βαβα 2242222 ˆˆ 
               (2) 

გვექნება: ( )422222 cmckE +=   

  ( ) { }
rrc

rrik
kcc =

′−
′−±

−Δ− 





π 22

22222

4

exp     

 

საიდანაც უשუალოდ გამომდინარეობს თავისუფალი დირაკის ნაწილაკის გრინის 
ფუნქცია: 

( ) ( ) { }
rr

rrik
Emcpc

c
rrGE ′−

′−±
++=′±








 expˆ
4

1
,ˆ 2

22
βα

π
                  (4) 

ანუ, ინდექსების მითითებით გვექნება: 

( ) ( ) { }
rr

rrik
Emcpc

c
rrGE ′−

′−±
++=′±








 expˆ
4

1
,ˆ 2

22 αβαβ βα
π

              (5) 

4.86. მოცემული ტოლობის გამოყენებით: 

( )( )2242222 ˆˆ mcpicmcpiccmEc +−+=+−Δ− 
                         (1) 

მიიღება ამ ამოცანის გრინის ფუნქცია: 

( ) { } { }
rr

rrik

c

mcEc

rr

rrik

c

mcpc
irrfE ′−

′−±++∇−=
′−

′−±+−=′±
















 exp

4

exp

4

ˆ
,

22

2
4

22

2

π
γγ

π
   (2) 

სადაც ( )rrfE ′± 
,  გრინის ფუნქცია  აკმაყოფილებს განტოლებას: 

( ) ( ) ( )rrrrfmcpic E ′−=′+ ±  δ,ˆ 2                                     (3)                

4.87. გარეשე ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი მუხტის დირაკის განტოლება 
ასე ჩაიწერება: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )rrArAerEmcpc
 ψαψβα 0

2ˆ −=−+                        (1) 

( )( ) { }
rrc

rrik
EmcpcEmcpc =

′−
′−±

++−+= 





π
βαβα

22
22

4

expˆˆ ( )rr ′− δ

(3)
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11 kp



 =  იმპულსის მქონე ნაწილაკის გაფანტვის ამოცანისათვის (1) განტოლება 

 :ემდეგი ინტეგრალური განტოლების სახით ჩაიწერებაש

( ) ( )epu rki
p +=+  

 1

1 11ψ
 

         (2) 

დიდ ∞→r მანძილებზე (2) განტოლების მარჯვენა მხარის მეორე წევრი ასეთ 

სახეს ღებულობს: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) VdrrArAe
r

e
Emcpc

c

e
p

rnik
ikr

′′′−′++ +′−







10
2

22
ˆ

4
ψαβα

π
        (3) 

სადაც nkkprrn






 === 22;/  არის გაფანტული ნაწილაკის იმპულსი. (3) გა-

მოსახულებაשი იმპულსის ოპერატორი მოქმედებს მხოლოდ ikre მამრავლზე               

( ikrikr enkep



 =ˆ ), რადგანაც p̂


 ოპერატორის მოქმედება სხვა მამრავლებზე 

უსასრულობაשი იძლევა 2−r  ყოფაქცევის წევრებს, რომლებიც ამ ასიმპტოტიკაשი 

-ეიძლება უგულებელყოფილ იქნენ. ამიტომ (2) ტალღურ ფუნქციას უსასრულოש

ბაשი ასეთი ასიმპტოტური სახე ექნება: 

( ) ( ) ( ) ∞→+≈+ r
r

e
Fepur

ikr
rki

p ;1

1 11




ψ                                (4) 

სადაც ბისპინორი: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ′′′−′++= +′− VdrrArAeEmcpc
c

e
F p

rki 






1

2
0

2
2224

ˆ ψαβα
π

      (5) 

წარმოადგენს გაფანტვის ამპლიტუდას. 

ბორნის მიახლოებაשი, (5) გამოსახულებაשი ( )( )rp ′+ 


1
ψ -ის ნაცვლად უნდა ავი-

ღოთ გარეשე ველის მიერ שეუשფოთებელი ( ) rkiepu


1
11 მნიשვნელობა და გვექნება: 

( )11
ˆ puFFF BB

≡≈                                                (6) 

სადაც: 

( ) ( ) ( )( ) ′′−′++= ′− VdrArAeEmcpc
c

e
F rqi
B







0
2

2224
ˆ αβα

π
; 12 ppq


 −=   (7) 

BF̂ ოპერატორი (მატრიცა) წარმოადგენს გაფანტვის მატრიცას ბორნის მიახ-

ლოებაשი. მისი მატრიცული ელემენტები ( ) ( )112212
ˆ puFpuF B

∗=  ბისპინორების 

( ) { } ( ) ( )( ) ( ) ( ) VdrrArA
rr

rrik
Emcpc

c

e
p ′′′−′

′−
′−

+++ +










10
2

22

expˆ
4

ψαβα
π



210 

ემდეგი ნორმირებისას 12,12,1ש =∗ uu
 
(ერთეულოვანი 12,1 =ρ სიმკვრივისას) გან-

საზღვრავენ გაფანტვის დიფერენციალურ კვეთას: 

( ) ( ) 2

2

112212
ˆ Ω= ∗ dpuFpud B

σ                                    (8) 

-ნოთ, რომ (8) გამოსახულება დამოკიდებულია გამფანტავი და გაფანשევნიש
ტული ნაწილაკების სპინურ მდგომარეობებზე. თუ გაფანტული ნაწილაკის სპინუ-
რი მდგომარეობა არ ფიქსირდება, გაფანტვის დიფერენციალური კვეთა ამ שემ-
თხვევაשი განისაზღვრება ფორმულით: 

212 Ω= ∗FdFdσ                                                (9) 

(8) გამოსახულება שეიძლება გამარტივდეს დირაკის განტოლების გამოყენებით. 
გვექნება: 

( ) ( ) ( )2222
2

2 pEupumcpc
 =+ βα                               (10) 

( )( ) ( )22
2

222 pEumcpcpu
 ∗∗ =+ βα                               (11) 

ამიტომ:     

( ) ( ) ( ) ( )11221122
ˆˆ puGpupuFpu BB

 ∗∗ ≡                             (12) 

სადაც:   

( ) ( )( ) −= − dVrArAe
c

eE
G rqi
B







0222
ˆ α

π
                         (13) 

გაფანტვის დიფერენციალური კვეთაა:  

( ) ( ) 2

2

112212
ˆ Ω= ∗ dpuGpud B

σ                                  (14) 

ელექტროსტატიკური ველისათვის წინა ამოცანის (14) ფორმულა ასეთ სახეს 
მიიღებს: 

( ) ( ) 2

2

112202212 )(
2

Ω=  ∗− dpupdVurAe
c

eE
d rqi 





π
σ                   (1) 

ამ გამოსახულების სპინზე დამოკიდებულება (რომელიც 1u  და 2u ბისპინორით 

განისაზღვრება) უფრო თვალსაჩინო ხდება, თუ (1)-ს გამოვსახავთ ბისპინორების 

2,1ϕ „ზედა კომპონენტებით“, გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2222

221122 sincos
2

1 ϕνσθθϕ 
pcipcmcE

mcEE
pupu −++

+
= ∗∗    (2) 

სადაც: 

[ ]
[ ] 1; 2

21

21 == νν
pp

pp





                                           (3) 

ხოლო θ გაფანტვის კუთხეა.  



211 

თუ მოვახდენთ დაცემული ნაკადის ნაწილაკების სპინური მდგომარეობებით 
გასაשუალოებას და გაფანტული ნაწილაკების  სპინური მდგომარეობების მიხედ-
ვით აჯამვას, მივიღებთ: 

( ) ( ) ( ) ( ) 







−+=+++∗

2
sin14sincos 2

2

2
222

2

1
2222

2

θϕνσθθϕ
c

v
mcEEpcipcmcE


   (4) 

სადაც v


ნაწილაკის სიჩქარეა.  

4.88.  
( )

Ω







−= d
c

v

p

Zee
d

2
sin1

2
sin4

2
2

2

422

2
1 θ

θν
σ  

4.89.  ( )( ) ( )( ) 22 mpmpmpmpmp −=−+=+− γγγγ                                            (1) 

u და v -ს განმარტებებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

( ) ( ) 0, =− spump
γ                                                 (2) 

( ) ( ) 0, =+ spvmp
γ                                                  (3) 

(3)-ის ერმიტულად שეუღლებული განტოლება იქნება: 

( )( ) 0, =+++ mpspv γ
                                             (4) 

და რადგანაც γγγγ 00 =+ , ამიტომ (4)-ის 0γ -ზე გამრავლება მარჯვნიდან მოგ-

ვცემს: 

( )( ) 0, =+mpspv γ
                                               (5) 

4.90. უძრაობის სისტემაשი სპინორები ასე გამოიყურება: 

( )


















=

0

0

0

1

1,0u ; 



















=

0

0

1

0

)2,0(u                                         (1) 

ამიტომ: 

( ) ( ) sttusu δ=+ ,0,0                                                (2)  

ცხადია, რომ: 

( ) ( )tutu ,0,00 =γ                                                  (3) 

( ) ( ) 0,0,0 =+ tusu γ                                                (4) 

( )spu ,


-ის განმარტებიდან: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tuppmmsutupmsu

tupmpmsutpuspumm p

,02,0,0,0

,0,0,,2

2220

0

++=+=

=++=+
++

++

γγγ

γγγω 

         (5) 
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მაგრამ 22 mp = მასურ ზედაპირზე და ( ) ( ) ( ) ( )tusutpusu p ,0,0,0,0 ++ = ωγ . ამი-

ტომ (5) ასეთ სახეს მიიღებს: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tusummtpuspumm pp ,0,022,,2 2 ++=+ ωω 
                 (6)            

 საბოლოოდ, (6)-დან მიიღება: 

( ) ( ) ( ) ( ) sttusutpuspu δ== + ,0,0,,


                                 (7) 

4.91. ( )spv ,


-ის განმარტებიდან გამომდინარეობს שემდეგი: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tvpmsmvtvpmsv

tvpmpmsvtpvspvmm p

,0,02,0,0

,0,0,,2

020

0

γγγγ

γγγω

−=−=

=−−=+
++

++

           (1) 

სადაც გამოყენებულია: 22 mp = და γγγγ 00 =+ . 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ადგილი აქვს שემდეგ თანაფარდობებს: 

( ) ( ) sttvsv δ=+ ,0,0                                                (2) 

( ) ( )tvtv ,0,00 −=γ                                                 (3) 

( ) ( ) 0,0,0 =+ tvsv γ                                                 (4) 

ამიტომ: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )tvsvmmtvmsmvtpvspvmm ppp ,0,02,0,02,,2 0 ++ +−=−=+ ωωγω 
   (5) 

საბოლოოდ მიიღება: 

( ) ( ) ( ) ( ) sttvsvtpvspv δ−=−= + ,0,0,,


                             (6) 

4.92.  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,0,0,0

,0,0,,2
2200

0

=−=+−=

=+−=+
++

++

tupmsvtupmpmsv

tupmpmsvtpuspvmm p

γγγγ

γγγω 

        (1) 

ორთოგონალობას ადგილი აქვს ნებისმიერი -თვის და -ს -თი שეცვ-

ლისას. ამიტომ, (1)-დან  მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა. 

4.93.  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,0,0,0,0

,0,0,,2
22

0

=−=−+=

=−⋅−+=−+
++

++++

tvpmsutvpmpmsu

tvpmpmsutpvspumm pp

γγ

γγωγω 

  (1) 

ორთოგონალობას ადგილი აქვს ნებისმიერი p


-თვის და p


-ს p
− თი- שეცვლისას. 

ამიტომ, (1)-დან  მიიღება: 

( ) ( ) 0,, =−+ tpvspu


                                              (2) 

p


p


p
−
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4.94.      

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )tupmsutupmpmsu

tupmsutpuspumm

pp

pp

,0,0,0,0

,0,0,,2

2200

0





⋅−+=+⋅−+=

=⋅++=+
++

++++

γωγγγωγ

γωγω
    (1) 

მაგრამ:  

( ) { } ( ) 2222 ,
2

1
pkj

jk
kj

kj mpppgppp ωγγγ −=−===⋅ 
               (2) 

ამიტომ, ( ) ( )tutu ,0,00 =γ -ის გამოყენებით მიიღება: 

( ) ( )[ ] ( )mmmmpm pppppp +=+−++=⋅−+ ωωωωωγγωγ 22 22202220 
    (3) 

საბოლოოდ, (3)-ის (1)-שი שეტანით მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობის ერთი 
ნაწილი: 

( ) ( ) st
p

m
tpuspu δ

ω
=+ ,,


                                          (4) 

ანალოგიურად:  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) stpppppp

pp

pp

mtvsvmtvmsv

tvpmsvtvpmpmsv

tvpmsvtpvspvmm

δωωωωγωω

γωγγγωγ

γωγω

+=+=−=

=⋅−−=−⋅+−=

=⋅−−=+

++

++

++++

2,0,02,0,02

,0,0,0,0

,0,0,,2

0

2200

0





  (5) 

საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობის მეორე ნაწილი: 

( ) ( ) st
p

m
tpvspv δ

ω
=+ ,,


                                            (6) 

4.95. ალბათობის დენის ვექტორისა და ალბათობის სიმკვრივისათვის, γ მატრი-

ცისათვის გვაქვს: 

ψγγψψαψψψρ 
4; +++ === iccJ                                (1) 

ρic და J


ადგენენ ოთხვექტორს. დენის ეს ოთხვექტორი აღვნიשნოთ ( )ρμ icJJ , -

თი. აשკარაა, რომ: 

( ) ( )4,3,2,1;4 == + μψγγψ μμ icJ                                   (2) 

მართლაც, J


-სათვის გვაქვს ( )ψγγψ 
4

+ic , ხოლო ρψψ icicj == +
4 . (2) ფორმუ-

ლის საשუალებით უწყვეტობის განტოლება ასე დაიწერება: 

0=
∂
∂

μ

μ

x

J
                                                        (3)  

სადაც yxxxictx === 214 ,, და zx =3 . 
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4.96. თუ დირაკის განტოლება ჩაწერილია γ  მატრიცებשი: 

0=+
∂
∂ λψψγ

ν
ν x

                                                  (1) 

მაשინ, +ψ -ის ნაცვლად ხელსაყრელია ახალი ψ ფუნქციის שემოღება, რომელიც 

განმარტებულია שემდეგნაირად: 

4γψψ +=                                                        (2) 

ან, პირიქით: 

4γψψ =+                                                        (3) 

ამ שემთხვევაשი,  წინა ამოცანის (1) ფორმულები ასეთ სახეს მიიღებს: 

ψγψψγψρ 
icJ == ;4                                            (4) 

დენის ოხვექტორისათვის კი გვექნება: 

( )ψγψ μμ icJ =                                                     (5) 

4.97.ავიღოთ წინა ამოცანის (1) განტოლების ერმიტულად שეუღლებული განტო-
ლება: 

0=+







∂
∂ +

+

λψγψ
ν

νx
                                              (1) 

გავამრავლოთ (1) განტოლება მარჯვნიდან 4γ მატრიცაზე და გავიხსენოთ, რომ 

( ) 44 xictx −== ++ , მივიღებთ: 

( )3,2,1;0444
4

4 ==+
∂
∂−

∂
∂ +

++

k
xx k

k

γλψγγψγγψ
                      (2) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ kk γγγγ 44 −=  და 4γψψ += , ψ ფუნქცია დააკმა-

ყოფილებს שემდეგ განტოლებას: 

0=−
∂
∂ ψλγψ

ν
νx

                                                 (3) 

 4.98. თუ მოვახდენთ שეცვლას A
c

e
pp

 +→ ˆˆ  და ϕ
c

e

c

E

c

E +→
ˆˆ

, მაשინ დირაკის 

განტოლება ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი ელექტრონისათვის ასე გადა-
იწერება: 

( ) ( )[ ]ψαϕψαα A
c

e
mcp

c

E  −−=







−− 4

ˆ
ˆ

                             (1) 
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და თუ გავიმეორებთ იმავე გარდაქმნებს, რაც საჭიროა თავისუფალი ნაწილაკის 

ი γשემთხვევაש  მატრიცებზე გადასასვლელად, მივიღებთ: 

( ) ψγϕγλψψγ
ν

ν 



 +=+

∂
∂

A
ic

e

x





1
4                                 (2) 

ხოლო, თუ გავიხსენებთ, რომ პოტენციალები ადგენს ოთხვექტორს ( )ϕν iAA ,


= , 

მაשინ, საბოლოოდ, გვექნება: 

( )ψγλψψγ νν
ν

ν A
c

ie

x 
−=+

∂
∂

                                     (3) 

4.99.
 

ννν
ν

γψψλγψ
A

c

ie

x 
=−

∂
∂

 

4.100. ხשირად, ictx =4 -ს ნაცვლად שემოაქვთ აღნიשვნა ctx =0 , ხოლო γ  მატ-

რიცებს ასე განმარტავენ: 












−
===

0

0
;

0

0

4
0

σ
σ

αβγαγ 




                                    (1) 

ცხადია, რომ 0γ  ერმიტულია, ხოლო ( )3,2,1=−=+ iii γγ  – ანტიერმიტული. ასე-

ვე ( )3,2,112 =−= iiγ , ხოლო 12
4 =γ . ამ აღნიשვნებשი დირაკის განტოლებას ψ

ფუნქციისათვის ასეთი სახე აქვს: 

0=+
∂
∂− λψψγ

ν
ν x
i                                              (2) 

ხოლო 0γψψ += -თვის: 

;0=+
∂
∂ ψλγψ

ν
νx

i                                           (3) 

დენის ვექტორი და ალბათობის სიმკვრივე განისაზღვრება ფორმულებით; 

ψγψρψγψ 0; ==


cJ                                       (4) 

4.101. ±P ერმიტული ოპერატორებია და ±± = PP2  

4.102. უმასო ნაწილაკისათვის დირაკის განტოლებას γ  მატრიცებשი ასეთი სახე 

აქვს: 

0=
∂
∂

μ
μ

ψγ
x

                                                      (1) 
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იმის გასარკვევად, აკმაყოფილებს თუ არა ამ განტოლებას ψγ 5=Φ ფუნქცია, (1) 

განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ 5γ -ზე, გვექნება: 

05 =
∂
∂−

μ
μ

ψγγ
x

                                                   (2) 

ანუ: 

0=
∂
Φ∂

μ
μγ x

                                                      (3) 

მივიღეთ, რომ ψγ 5=Φ ფუნქცია აკმაყოფილებს (1) განტოლებას. 

ანალოგიურად, (1) განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ ( )51 γ+ -ზე,  გვექ-

ნება: 

( ) 01 5 =
∂
∂+

μ
μ

ψγγ
x

                                              (4) 

ანუ:  

( ) 01 5
5 =−

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂ ψγψγγψγ

μμ
μ

μ
μ xxx

                             (5) 

ამრიგად, (1) განტოლებას აკმაყოფილებს ( )ψγ 51−=g  და არა ( )ψγϕ 51+=
ფუნქცია. 

4.103. 0=+
∂
∂ λψψγ

μ
μ x

 განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ 5γ -ზე,  გვექ-

ნება: 

05
5 =+

∂
∂− ψλγψγγ

μ
μ x

                                              (1) 

ანუ, მივიღეთ, რომ ψγ 5=Φ
 ფუნქცია აკმაყოფილებს שემდეგ განტოლებას: 

0=Φ+
∂
Φ∂− λγ
μ

μ x
                                                 (2) 

4.105.    νμνμ xax =′     )4,3,2,1,( =νμ                                                                    (1) 

გარდაქმნის שებრუნებული გარდაქმნა განისაზღვრება ფორმულით: 

μμνν xax ′=    )4,3,2,1,( =νμ                                        (2) 
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წრფივი გარდაქმნა (1) שეიცავს კოორდინატთა სისტემის ღერძების მობრუნებას 
და სარკისებურ არეკვლას – ინვერსიას სათავის მიმართ. ამასთან, მობრუნებას 

410xx სიბრტყეשი שეესაბამება ლორენცის გარდაქმნები: 

2

14
433222

41
1

1
;;;

1 β
β

β
β

−

′+′=′=′=
−

′−′= xix
xxxxx

xix
x                      (3) 

სადაც cv β=  მოძრავი სისტემის სიჩქარეა უძრავის მიმართ. თუ שემოვიღებთ 

აღნიשვნას βθ itg =  (θ -წმინდა წარმოსახვითი კუთხეა), მაשინ ლორენცის ფორ-

მულები დაიყვანება שემდეგ წრფივ გარდაქმნაზე: 

θθ

θθ

cossin

sincos

414

33

22

411

xxx

xx

xx

xxx

′+′=
′=
′=

′−′=

                                             (4) 

რომელიც, (2)-ის თანახმად, მართლაც მობრუნებაა θ  წარმოსახვით კუთხეზე 

410xx სიბრტყეשი שემდეგი გარდაქმნის მატრიცით: 

















 −

=

θθ

θθ

cos00sin

0100

0010

sin00cos

a                                          (5) 

(2) გარდაქმნაשი שედის მობრუნება 210xx სიბრტყეשი ϕ  კუთხეზე. ცნობილია, 

რომ ეს მობრუნება განისაზღვრება ფორმულებით: 

ϕϕ sincos 211 xxx ′−′=  

ϕϕ cossin 212 xxx ′+′=                                            (6)  

33 xx ′=  

 44 xx ′=    

 :ესაბამის გარდაქმნის მატრიცას კი ასეთი სახე აქვსש

















 −

=

1000

0100

00cossin

00sincos

ϕϕ
ϕϕ

a                                      (7) 

სივრცით ინვერსიას  שეესაბამება שემდეგი ფორმულები: 

)3,2,1(;, 44 =′=′−= ααα xxxx                                    (8) 
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რომლის שესაბამისი მატრიცაა: 



















−
−

−

=

1000

0100

0010

0001

a                                               (9) 

ამგვარად, კოორდინატთა სისტემის ყველა שესაძლო წრფივი გარდაქმნა თავ-
მოყრილია (2) გამოსახულებაשი. ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლება ინვარიან-

ტულია ამ გარდაქმნების მიმართ. რადგან 
μx∂
∂

 ოთხგრადიენტია, ამიტომ მისთ-

ვის მოქმედებს  გარდაქმნის שემდეგი კანონი: 

ν
νμ

μ x
a

x ′∂
∂=

∂
∂

                                                 (10)   

(10) გამოსახულება שევიტანოთ დირაკის განტოლებაשი,  გვექნება: 

0=+
′∂

∂ λψψγ
ν

μνμ x
a                                             (11) 

ეს განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ Ω  მატრიცაზე და ψ  ფუნქცია წარ-

მოვიდგინოთ იგივურად: 

ψψψ ′Ω=ΩΩ= −− 11                                            (12) 

სადაც:  

ψψ Ω=′                                                       (13) 

Ω  მატრიცები ჯერჯერობით უცნობი მატრიცებია. (11) განტოლება მიიღებს  სა-
ხეს: 

01 =′+
′∂
′∂ΩΩ − ψλψγ

ν
μνμ x

a                                      (14) 

ახლა საკმარისია დავუשვათ, რომ: 

νμνμ γγ =ΩΩ −1a                                              (15) 

ან,  რაც ეკვივალენტურია: 

ΩΩ= −
μμνμ γγ 1a                                              (16) 

მაשინ დირაკის განტოლება მიიღებს ინვარიანტულ სახეს: 

0=′+
′∂
′∂ ψλψγ

ν
ν x

                                           (17) 

ი ვიპოვით Ωשემდეგ ამოცანებש  მატრიცების კონკრეტულ სახეს. 



219 

4.106.  ადვილად שევამოწმებთ, რომ,  აღნიשნული მობრუნების שემთხვევაשი,  წინა 
ამოცანის (16) განტოლებას აკმაყოფილებს שემდეგი მატრიცა: 

ϕγγ
2

21−
=Ω e ;     

ϕγγ
21

21

e=Ω−                                          (1) 

ამ ოპერატორის ქვეש  იგულისხმება ექსპონენტის მწკრივად გაשლა: 

( ) ( )
12

21

0

2

21

0 0

211

2!12

1

2!2

1

2!

1
+∞

=

∞

=

∞

=

− 







+
+






=






=Ω  

k

k

k

n k

n

kkn

ϕγγϕγγϕγγ
      (2) 

რადგან ( ) ( ) ( )kkk 12121
2

21 −== γγγγγγ ;  ( ) ( ) 21
12

21 1 γγγγ kk −=+
, ამიტომ: 

2
sin

2
cos 21

1 ϕγγϕ +=Ω− ; 
2

sin
2

cos 21

ϕγγϕ −=Ω                         (3) 

ეს მატრიცები שევიტანოთ წინა ამოცანის (16) განტოლებაשი, სადაც μνa ელემენ-

ტების ნაცვლად ჩავსვათ წინა ამოცანის (7) სიდიდეები,  გვექნება: 







 −






 +=−

2
sin

2
cos

2
sin

2
cossincos 2112121

ϕγγϕγϕγγϕϕγϕγ           (4)  







 −






 +=+

2
sin

2
cos

2
sin

2
coscossin 2122121

ϕγγϕγϕγγϕϕγϕγ           (5)  

1
33

−ΩΩ= γγ                                                                                (6) 

1
44

−ΩΩ= γγ                                                                                (7) 

(6) და (7) ტოლობების სამართლიანობა აשკარაა, რამდენადაც Ω  კომუტირებს 

3γ  და 4γ მატრიცასთან. שევამოწმოთ (4)-ის სამართლიანობა. მისი მარჯვენა მხა-

რე იქნება: 

ϕγϕγϕγϕϕγϕϕγϕγ sincos
2

sin
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos
2

cos 21
2

122
2

1 −=−−−    (8) 

რომელიც ემთხვევა (4) გამოსახულების მარცხენა მხარეს. ასევე მარტივად שე-
მოწმდება (5) ტოლობაც. 

ამგვარად, (1) მატრიცა 210xx სიბრტყეשი მობრუნებისას მართლაც აკმაყო-

ფილებს წინა ამოცანის (16) განტოლებას. აღვნიשნოთ, რომ Ω  მატრიცის ერმი-
ტულად שეუღლებული ტოლია: 

1
12 2
sin

2
cos −+ Ω=−=Ω ϕγγϕ

                                      (9) 

ე.ი. ( )ϕΩ  წარმოადგენს უნიტარულ მატრიცას. 

სრულიად ანალოგიურად שეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 310xx  და 32 0xx  სიბრტ-

ყეებשი მობრუნებისას Ω  მატრიცებს, שესაბამისად, ექნებათ ასეთი სახე: 
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ϕγγ
2

31−
=Ω e ;  

ϕγγ
2

321−
=Ω e                                         (10) 

4.107. ლორენცის გარდაქმნებისას, 4.104 ამოცანის (5) გარდაქმნის მატრიცის 
თანახმად, 4.105  ამოცანის (16) ტოლობიდან שეგვიძლია დავწეროთ: 

ΩΩ=− −
1

1
41 sincos γθγθγ                                         (1) 

ΩΩ= −
2

1
2 γγ                                                                 (2) 

ΩΩ= −
3

1
3 γγ                                                                  (3) 

ΩΩ=+ −
4

1
41 cossin γθγθγ                                        (4) 

როგორც ვხედავთ, Ω კომუტირებს 2γ და 3γ  მატრიცასთან. რადგან ლორენცის 

გარდაქმნები שეესაბამება წარმოსახვით θ  კუთხეზე მობრუნებას, ამიტომ წინა 
ამოცანის ანალოგიით שეიძლება დავწეროთ:                 

θγγ
2

41−
=Ω e ;    

ϕθγγ
21

21

e=Ω−                                         (5) 

და, რადგანაც 41γγ  ნამრავლსაც i  მამრავლის თვისებები აქვს, გვექნება: 

2
sin

2
cos 41

θγγθ −=Ω ;  
2

sin
2

cos 41
1 θγγθ +=Ω−                      (6) 

ამ მატრიცების გამოყენებით ადვილად שევამოწმებთ, რომ (1)-(4) ფორმულები 

დაცულია. რადგან θθ =+ , ამიტომ: 

( ) ( )θθ Ω=Ω+ ; ( )[ ] ( )θθ 11 −+− Ω=Ω                                   (7) 

ანუ ( )θΩ მატრიცა ერმიტულია. 

4.108. ინვერსიისას,  4.104 ამოცანის (8) გარდაქმნის მატრიცის თანახმად, 4.104 
ამოცანის (16) ტოლობიდან שეგვიძლია დავწეროთ: 

0=Ω+Ω kk γγ    )3,2,1( =k                                       (1) 

Ω=Ω 44 γγ                                                                  (2) 

მაשასადამე, Ω  მატრიცა კომუტირებს 4γ -თან, დანარჩენ γ  მატრიცასთან კი – 

ანტიკომუტირებს. ამიტომ, Ω მატრიცა שეგვიძლია ასეთი სახით ავირჩიოთ: 

4
1 γc=Ω=Ω −                                                  (3) 

4.109. ზემოთ განხილული წრფივი გარდაქმნების დროს იცვლება დირაკის ბისპი-
ნორიც. ამიტომ, დამატებით საჭიროა დამტკიცდეს, რომ ტალღური ფუნქციით 
განმარტებულ ფიზიკურ სიდიდეებს კოორდინატთა გარდაქმნისას ექნებათ ტრან-
სფორმაციის שესაბამისი თვისებები. კერძოდ, ვექტორს და სკალარს უნდა ჰქონ-
დეთ ვექტორისა და სკალარისათვის დამახასიათებელი გარდაქმნის თვისება და 

ა.ש. ამისათვის საკმარისი იქნება ვაჩვენოთ, რომ დენის ვექტორი J


 და ρic სიდი-
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დე, სადაც ρ ალბათობის სიმკვრივეა, გარდაიქმნებიან, როგორც კოორდინატები, 

ე.ი. ადგენენ ოთხვექტორს. 
როგორც ვიცით, დენის ოთხვექტორი ასე განიმარტება: 

ψγψ μμ icJ =                                                      (1) 

(4.105) ამოცანის (13) ფორმულის თანახმად: 

ψψ ′Ω= −1                                                         (2) 

ხოლო:  

( )+−++ Ω′= 1ψψ                                                   (3) 

საჭიროა ვიპოვოთ 4γψψ += . ამიტომ (3) ტოლობის მარჯვნიდან 4γ -ზე გამრავ-

ლებით, გვექნება: 

( ) ( ) 4
12

44
1 γγψγψψ +−++−+ Ω′=Ω′=                                  (4) 

საიდანაც: 

( ) 4
1

4 γγψψ +−Ω′=                                                 (5) 

ადვილად დავამტკიცებთ, რომ:  

( ) Ω=Ω +−
4

1
4 γγ                                                     (6) 

მართლაც, ნამდვილი მობრუნების დროს Ω  უნიტარულია, ამიტომ ( ) Ω=Ω +−1 ; 

გარდა ამისა, ნამდვილი მობრუნების שესაბამისი Ω  მატრიცა კომუტირებს 4γ -

თან; שესაბამისად, (6)-ის სამართლიანობა ამ שემთხვევაשიც დამტკიცებულია. 

წარმოსახვით კუთხეზე მობრუნებისას Ω=Ω+ , ამიტომ ( ) 11 −+− Ω=Ω და: 

Ω=−=





 +=Ω−

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos 4144144

1
4

θγγθγθγγθγγγ              (7) 

დაბოლოს, არეკვლისას, 4γ=Ω , ამიტომ 4
1 γ=Ω−  და ( ) 4

1 γ=Ω +− . ამგვარად, 

(6) ფორმულის სამართლიანობა ზოგად שემთხვევაשი დამტკიცებულია. 
ψ ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვაქვს გარდაქმნის კანონი: 

Ω′=ψψ                                                       (8) 

დენის ვექტორი სათანადოდ გარდაიქმნება მოცემული ფორმულით: 

ψγψ μμ ′ΩΩ′= −1icJ                                              (9) 

თუ 4.105 ამოცანის (15) ფორმულას გავამრავლებთ paν კოეფიციენტზე, ავჯა-

მავთ ν -თი და გავითვალისწინებთ paν კოეფიციენტების ორთონორმირების პი-

რობას, მივიღებთ: 

ννμμ γγ a=ΩΩ −1                                                (10) 
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ამ გამოსახულების (9)-שი שეტანით მივიღებთ: 

( ) ννμννμμ ψγψ JaicaJ ′=′′=                                     (11) 

რაც წარმოადგენს ოთხვექტორის გარდაქმნის კანონს. ამგვარად დავამტკიცეთ, – 
ლორენცის ზოგადი გარდაქმნებისას ტალღური ფუნქცია ისე იცვლება, რომ მისი 
საשუალებით განმარტებულ ფიზიკურ სიდიდეებს ტრანსფორმაციის სწორი 
თვისებები გააჩნიათ. 

4.110. ზემოთ განხილულ ამოცანებשი დავადგინეთ, რომ ლორენცის ზოგადი 
გარდაქმნებისას  გვაქვს שემდეგი ფორმულები:  

Ω′=ψψ ; ψψ ′Ω= −1                                            (1) 

ννμμ γγ a=ΩΩ −1                                                     (2) 

ა)ვაჩვენოთ, რომ ψψ=0A სკალარია, გვექნება: 

0
1

0 AA ′=′′=′ΩΩ′== − ψψψψψψ                                  (3) 

ამგვარად, 0A  მართლაც სკალარი ყოფილა და თანაც ნამდვილი სკალარი, რად-
განაც კოორდინატთა ღერძების ინვერსიისას ნიשანს არ იცვლის.       

ბ) განვიხილოთ ψγψ 5
ps
0A =  სიდიდე. რადგან 5γ  კომუტირებს νμγγ ნამრავლ-

თან, ამიტომ იგი კომუტირებს Ω  და 
1−Ω მატრიცებთანაც, რის გამოც გვექნება:  

′=′′=′ΩΩ′== − ps
05

1
55

ps
0 AA ψγψψγψψγψ                         (4) 

ე.ი. ეს სიდიდე სკალარია სისტემის მობრუნების მიმართ. რაც שეეხება ინვერსიას, 

რადგანაც ინვერსიის დროს 4γ=Ω , ამიტომ: 
ps
0454

ps
0 AA −=′′= ψγγγψ                                          (5) 

ე.ი. ψγψ 5
ps
0A = ფსევდოსკალარია. 

4.111. ა) ვაჩვენოთ, რომ ψγψ μμ i=A ოთხვექტორია. წინა ამოცანის (2) ფორმუ-

ლის გამოყენებით გვექნება: 

( ) μνμμνμμνμμμμ ψγψψγψψγψψγψ Aaiaaiii ′=′′=′′=′ΩΩ′== −1A       (1) 

რაც ოთხვექტორის გარდაქმნის კანონია. 

ბ) რადგან ψγγψ μμ 5iA ps = სიდიდე μA  ოთხვექტორისაგან 5γ  მამრავლით განსხ-

ვავდება, ამიტომ ის ფსევდოვექტორი იქნება. 

გ) ვაჩვენოთ, რომ ψγγψ νμμν iA = მეორე რანგის ტენზორია. მართლაც, კვლავ, 

წინა ამოცანის (2) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

( ) ρρνμνμρνμνμνμμν ψγγψψγγψψγγψ ppp AaaiaaiiA ′=′′=′ΩΩΩΩ′== −− 11
   (2) 

რაც მეორე რანგის ტენზორის გარდაქმნის კანონს წარმოადგენს.    
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4.116. ვთქვათ, მოძრაობა ხდება z  ღერძის გასწვრივ, მაשინ ჰამილტონიანს ექ-
ნება სახე: 

2
43 ˆˆ mcpcH z αα +=                                        (1) 

რომელიც, იმის გამო, რომ 313 σρα = და 34 ρα = , კომუტირებს 32
ˆ σ=zs ოპე-

რატორთან. ცხადია, რომ zll ,2


და 
2s


-იც კომუტირებენ ჰამილტონიანთან. ამი-
ტომ, მოძრაობის ამ კერძო שემთხვევაשი ინახება როგორც ორბიტალური, ისე 
სპინური მომენტი. 

 :ი გვექნებაשფოთების თეორიის პირველ მიახლოებაשეש .4.117

( ) ( ) ( ) 
∞ ∞

−==Δ
0 0

2
222

22
2 1ˆ4 drr

dr

dR

r
rR

cm

Ze
drrrRHrRE nl

nlnlnl

ππ           (1) 

ანუ: 

( ) ( )[ ]0
22

22
22

22

0

2
2

22

22

nlnl
nl RR

cm

Ze
drr

dr

dR

cm

Ze
E −∞−=−=Δ 

∞
 ππ

                (2) 

მაგრამ, ატომისათვის ( ) 0=∞R  და ამიტომ: 

( ) π40
8

2
22

22

nlRcm

eZ
E

=Δ                                          (3) 

როგორც ცნობილია, ( ) 00 ≠R მხოლოდ s  ელექტრონებისათვის ).0( =l  მაשასა-
დამე, აღნიשნული წევრი იწვევს მხოლოდ s  დონის მცირედით წანაცვლებას.  

მაგალითად, წყალბადისებრი ატომის s1 მდგომარეობისათვის, როცა 

( ) 







=

3
0

3
2

100 0
a

Z

π
ψ                              (4) 

(3) გვაძლევს: 
2
01

4 aEZE =Δ                                                  (5)   

სადაც 5,131 −=E ევ წყალბადის ატომის დონის ენერგიაა,  კი –  ზო-

მერფელდის მუდმივა. როგორც ვხედავთ,  რიცხობრივად ძალიან მცირე სი-

დიდეა . ეს წანაცვლება, რომელიც ექსპერიმენტულად დაკვირვე-

ბადია, პაულის თეორიით არ აიხსნება. 

4.118. ),,( ljn  მდგომარეობაשი სპინორბიტალური ურთიერთქმედების საשუალო 
მნიשვნელობა გამოითვლება שემდეგი ფორმულით: 

nl
jlnjlLS r

LS
cm

e
H

322

2 1

2


⋅=                                  (1) 

s1
c

e
a



2

0 =

EΔ
40008,0 ZE =Δ
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( ) 2222 2 SLSLSLJ ++=+=


 თანაფარდობიდან მიიღება: 

( ) ( ) ( )[ ]1112 2 +−+−+=⋅ sslljjLS
jl




                            (2) 

სადაც 
2

1=s . ამიტომ (2)-დან მიიღება: 

( )( ) 



 −++−=⋅

4

3
1

2

1 2 ljljLS
jl




                               (3) 

nlr 3

1
გამოსათვლელად שეიძლება გამოვიყენოთ არარელატივისტურ თეორიაשი 

კარგად ცნობილი:  

( ) 0;1
2

>





 +−= b

r

b

r

e
rV                                        (4) 

სავალენტო მოდელის שესაბამისი პოტენციალისათვის ენერგიის ფორმულა: 

( ) ( )22

4 1

2 lln

me
E

−+
−=


β                                        (5) 

სადაც არამთელი l განისაზღვრება განტოლებიდან: 

( ) ( ) β−+=+ 11 llll                                               (6) 
ხოლო:  

2

22



bme=β                                                        (7) 

(6)-დან ცხადია, რომ ( )12 +−= l
ld

dβ
 და ამიტომ: 

( ) ( )
( )32

4

2

1
1

2
llnl

me

d

ld

ld

dE

d

dE

−+





 +

−==
β

β
β
β

                       (8) 

(8)-ის საשუალებით שეიძლება გამოვითვალოთ ენერგია β -ს პირველ რიგשი, მიი-
ღება: 

( ) ( ) ( )2

3
2

4

2

12
0 βββ o

nl

me
EE +







 +

−=


                                (9) 

თუ 2

2

r

be−  წევრს განვიხილავთ, როგორც პირველი რიგის שეשფოთებას კულონური 

პოტენციალისათვის, მაשინ ისევ β -ს გაשლის პირველ რიგשი, (5)-დან მივიღებთ: 

( ) ( ) ( )2
22

2 1

2
0 βββ o

rme
EE +−= 

                                (10) 
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რომლის שედარება (9) ფორმულასთან გვაძლევს: 

3
2

2
0

2

1
11

nl
r

a
nl 






 +

=                                          (11) 

სადაც 2

2

0 me
a

= ბორის პირველი რადიუსია.  

3

1

r
-ის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ კრამერსის თანაფარდობით წყალ-

ბადის ატომისათვის (იხ. ამოცანა 4.23 [11] კრებულשი): 

( ) ( )[ ] 012
4

1
12

1 2221
2

=−+++−+ −− sss rslsrsr
n

s
              (12) 

თუ (12)-שი ავიღებთ 1−=s , გვექნება: 

( )
nl

r

a

llr

a
3

2
0

2

2
0

1

1

+
=                                      (13) 

(11) და (13)-დან კი მიიღება: 

( ) 3
3

2
0

1
2

1
1

nlll
r

a

nl +





 +

=                                  (14) 

(1), (3) და (14)-დან გვექნება: 

( )( )

( )1
2

1
4

3
1

4 3

24

+





 +

−++−
=

lll

ljlj

n

mc
H

njlLS

α
                       (15) 

 იש-(15)

( )( )

( )1
2
1

4
3

1

+





 +

−++−

lll

ljlj
მამრავლი 

2

1+= lj -თვის იძლევა 







 +





 +

2

1

2

1
1

jl
-ს, 

ხოლო  

2

1−= lj -თვის 







 +





 +

−

2

1

2

1
1

jl
-ს. ამიტომ, ორივე שემთხვევაשი ის שეიძლება 

ჩაიწეროს, როგორც 
( )







 +





 +

−

2

1

2

1
2

jl

lj
, რაც გვაძლევს საბოლოო שედეგს: 
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 +





 +

−=

2

1

2

12 3

24

lj

lj

n

mc
H

njlLS

α
                                (16) 

4.119. წყალბადის ატომისათვის კლასიკურ რელატივისტურ ჰამილტონიანს ასე-

თი სახე აქვს: 

r

e
cmcpH

2
4222 −+=                                          (1) 

მცირე იმპულსებისათვის (1) თანაფარდობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრი 

მწკრივად שეიძლება გავשალოთ: 

( )6
23

42
24222

82
po

cm

p

m

p
mccmcp +−+=+                          (2) 

თუ שევადარებთ (2)-ს არარელატივისტურ ჰამილტონიანს, שეიძლება  წავანაცვ-

ლოთ მუდმივი 2mc უძრაობის ენერგია და ჩავწეროთ: 

EinsteinrSchrodinge HHH +=                                           (3) 

სადაც არარელატივისტური ჰამილტონიანი მოიცემა ფორმულით: 

r

e

m

p
HH rSchrodinge

22

0 2
−==                                        (4) 

პირველი რელატივისტური שესწორება კი ასეთია: 

22

0223

4

2

1

8 







+−=−=
r

e
H

mccm

p
HEinstein                           (5) 

(5) წევრს განვიხილავთ როგორც שეשფოთებას שეუשფოთებელი שრედინგერის 

წყალბადის ატომის მიმართ, რომლის დონეები მოიცემა ცნობილი ფორმულით 

2

22

2
0

2

2

1

2 n

mc

na

e
En

α−=−=                                        (6) 

სადაც 2

2

0 me
a

= ბორის პირველი რადიუსია, ხოლო 
c

e



2

=α  ნაზი სტრუქტურის 

მუდმივაა.  

} იשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש }mln ,,  მდგომარეობის שესწორება  

მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 

nlm
r

e
H

r

e
HnlmmcnlmHnlmE Einsteinnlm 








+








+−==Δ

2

0

2

0
22/1      (7)  
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საიდანაც: 









+−−=

=++−=Δ

2
4

2

222

4

442

2

2422
2

11

42

1

//2
2

1

r
e

rn

emc

n

cm

mc

nlmrerEeEnlm
mc

E nnnlm

αα
                    (8) 

წინა ამოცანიდან:  

34

442

32
0

2

2

1

2

1
11

nle

cm

nla
r nl 






 +

=






 +

= α
                               (9) 

ცნობილია, რომ არარელატივისტური წყალბადის ატომისათვის: 
 

22

22

2
0

11

ne

mc

nar

α==                                           (10) 

თუ (9) და (10)-ს ჩავსვამთ (8)-שი, მივიღებთ: 

























 +

−==Δ

2

1
1

4

3

2

1

3
4

24

ln
n

mcHE Einsteinnlm α                     (11) 

-ევიდა (11) გამოსაש ნოთ, რომ სპინური კვანტური რიცხვი საერთოდ არשევნიש
ხულებაשი. 

სპინორბიტალური ურთიერთქმედების წვლილი მოცემულია წინა ამოცანის 
(16) ფორმულით, რომელიც უფრო მოსახერხებელი სახით ასე  ჩაიწერება:     

















+
−

+
=

2

1
1
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1
1

2 3

24

jln

mc
H

njlLS

α
                                (12) 

(11) და (12)-ის שეკრებით მიიღება: 

























 +

−=+

2

1
1

4

3

2

1

3
4

24

jn
n

mcHH
njlLSEinstein α                    (13) 

ე.ი., მიუხედავად იმისა, რომ ეინשტეინის და LS წევრები ცალ-ცალკე ცხადი სა-

ხით არიან დამოკიდებული l  ორბიტალურ მომენტზე, მათი ჯამი დამოკიდებუ-
ლია მხოლოდ j  სრულ ორბიტალურ მომენტზე. ეს ასეც უნდა ყოფილიყო, რად-

განაც ლაგრანჟიანის ინვარიანტობიდან მობრუნებების მიმართ გამომდინარეობს 
სრული ორბიტალური მომენტის שენახვა და არა ორბიტალური და სპინური კომ-
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პონენტების ცალ-ცალკე שენახვა. ორბიტალური და სპინური კომპონენტები ცალ-
ცალკე მხოლოდ არარელატივისტურ ზღვარשი ინახებიან. 

4.120. პოზიტრონიუმის სრული ენერგია მოიცემა שემდეგი ფორმულით: 

                      (1) 

სადაც და  ელექტრონის რადიუსვექტორი, იმპულსი და მასაა, ხოლო  

და მეორე ნაწილაკის (პოზიტრონის ან წყალბადის ატომის שემთხვე-

ვაשი, პროტონია) რადიუსვექტორი, იმპულსი და მასაა. 

თუ (1) გამოსახულებაשი გავשლით ფესვებს რიგამდე, მივიღებთ: 

           (2) 

-ემოვიტანოთ სიმძიმის ცენტრის და ფარდობითი რადიუსვექტორები, სრუש
ლი და ფარდობითი იმპულსები, სრული მასა და დაყვანილი მასა שემდეგი სტან-
დარტული ფორმულებით:  

;                                       (3)    

;                                      (4)  

                                           (5) 

თუ გადავალთ მასათა ცენტრის სისტემაשი, ანუ ავიღებთ , რაც ნიשნავს, 

რომ , (2)-დან გვექნება: 

                           (6) 

სადაც . 4.119 ამოცანის ანალოგიურად, უგულებელვყოთ უძრაობის 

ენერგია და ჩავწეროთ: 

                                          (7) 

                                                (8) 

                                      (9)       

ae
aaeetot qq

e
cmcpcmcpE  −

−+++=
2

42224222

ee pq


, em

aa pq


, am

4p

( )
aea

a

e

e

a

a

e

e
batot qq

e

cm

p

cm

p

m

p

m

p
cmmE  −

−−−+++=
2

23

4

23

422
2

8822

ae

aaee

mm

qmqm
Q

+
+

=


ae qqq
 −=

ae ppP


+=
ba

aeea

mm

pmpm
p

+
−

=




;be mmM +=
ae mmm

111 +=

0=P


ppp ae

 =−=

r

e

mmc

p

m

p
McE

ae
tot

2

332

42
2 11

82
−








+−+=

qr
= 2Mc

EinsteinrSchrodinge HHH +=

r

e

m

p
H rSchrodinge

22

2
−=









+−=

332

4 11

8 ae
Einstein mmc

p
H



229 

-რედინგერის არარელატივისტური თეორიის თანახმად, ენერგიის ფორმულას ასეש
თი სახე აქვს: 

                                           (10) 

სადაც  ნაზი სტრუქტურის მუდმივაა, ხოლო  მთავარი კვანტური 

რიცხვია. წყალბადის ატომისათვის პროტონის მასაა და რადგანაც 

, გვექნება: . პოზიტრონიუმისათვის , 

ამიტომ שრედინგერის ენერგიის დონეები პოზიტრონიუმისათვის დაახლოებით 2-
ჯერ უფრო მცირეა, ვიდრე წყალბადის ატომისათვის და, שესაბამისად, ბორის 
რადიუსი ორჯერ უფრო მეტია, ვიდრე წყალბადის ატომის. 

ეინשტეინის წევრი წყალბადის ატომისათვის  ასე გამოიყურება: 

                                              (11)     

სადაც უგულებელყოფილია წევრი, -თან שედარებით. 4.119 ამოცანაשი 

-ესაბამისი ენერგიის წანაცש ი გამოთვლილიაשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש
ვლება: 

                            (12) 

პოზიტრონიუმისათვის , ამიტომ: 

                                  (13)     

ამ שემთხვევაשი ენერგიის წანაცვლება იქნება: 

                    

   (14) 

ამრიგად, ეინשტეინის წანაცვლება პოზიტრონიუმისათვის 8-ჯერ უფრო ნაკლე-
ბია, წყალბადის ატომთან שედარებით. 
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4.121.  4.118 ამოცანაשი გამოვთვალეთ სპინორბიტალური ურთიერთქმედების ჰა-
მილტონიანის: 

                                          (1) 

 :ესაბამისი ენერგიის წანაცვლებაש

                             (2) 

სადაც დაყვანილი მასაა, რომელიც, დაახლოებით, ელექტრონის მასის ტოლია 

წყალბადის ატომისათვის. პოზიტრონიუმისათვის . 

ზენაზი სტრუქტურა წყალბადის ატომשი წარმოიשობა ელექტრონისა და პრო-
ტონის სპინების მაგნიტური ურთიერთქმედების გამო და שესაბამის ჰამილტონი-
ანს ასეთი სახე აქვს: 

               (3) 

პოზიტრონიუმისათვის უნდა שევცვალოთ -თი, ხოლო , -ით. ამიტომ, 

დელტა-ფუნქციასთან მდგომი კოეფიციენტი უფრო დიდია წყალბადის ატომთან 
 :ემდეგი ფაქტორითש ედარებითש

                                         (4) 

4.122. თავისუფალი ნაწილაკისათვის დირაკის ჰამილტონიანს ასეთი სახე აქვს: 

020 γγγ mcpcH +⋅= 
                                          (1) 

აქედან ვღებულობთ, რომ: 

[ ] [ ] j
k

jk
j

j cipxcHxxi γγγγ 00 ,,  ===                            (2) 

ანუ: 
jj

j cxv γγ 0=≡                                                 (3)  

3,2,1;0 =jjγγ  მატრიცის საკუთარი მნიשვნელობებია  1±  და ამიტომ jv -ის 

საკუთარი მნიשვნელობებია c±  ანუ:  

cvcvcv zyx ±=±=±= ;;                                        (4) 

მიღებული שედეგი, ერთი שეხედვით, დაუשვებელია, რადგანაც ბუნებაשი ჩვენ 
გვხვდება მხოლოდ ისეთი ელექტრონები, რომელთა სიჩქარე  ნაკლებია c -ზე. 
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მაგრამ ეს პარადოქსი שეიძლება ავხსნათ ჰაიზენბეგის განუზღვრელობის თანა-
ფარდობით. (4) იძლევა სიჩქარის მნიשვნელობას რომელიმე მოცემულ მომენტשი, 
მაשინ, როცა ექსპერიმენტზე დაკვირვებული სიჩქარე წარმოადგენს სიჩქარის სა-
-ი. მყისი სიჩქარის ძალიან ზუשუალედש ვნელობას დროის გარკვეულשუალო მნიש
სტი გაზომვა მოითხოვს კოორდინატის გაზომვას ორ, ერთმანეთისაგან მცირედ 
განსხვავებულ მომენტשი. ასეთი გაზომვა კი განუზღვრელობის თანაფარდობის 
ძალით გამოიწვევს იმპულსის მნიשვნელობის გაზომვის שეუძლებლობას; ამ 
-ვნელობა აუცილებლად უსასრულობა იქნება. მაგשი იმპულსის მნიשემთხვევაש

რამ, 

2

2

1
c

v

mv
p

x

x

−

=  ფორმულის თანახმად, იმპულსის უსასრულო სიჩქარეს שე-

ესაბამება სიჩქარის სწორედ cvx ±=  მნიשვნელობა. 

4.123. წინა ამოცანის (3) ფორმულიდან ჩანს, რომ სიჩქარის კომპონენტები არ არი-
ან დამოკიდებული დროზე, მაგრამ, თუ ჰამილტონიანს ჩავწერთ שემდეგი სახით: 

( ) ( )tmcptcH βα 2+⋅= 
                                           (1) 

სადაც ( )tα  და ( )tβ  მატრიცები დროზე დამოკიდებული მატრიცებია, რომლე-

ბიც שემდეგ პირობებს აკმაყოფილებენ: 

( ) ( ){ } jkkj tt δαα 2, =                                                (2) 

( ){ } 0),( =ttj βα                                                      (3) 

( )( ) 12 =tβ                                                              (4) 

მაשინ დირაკის განტოლება თავსებადია კლეინ-გორდონის განტოლებასთან. 
ავირჩიოთ: 

( ) ( ) 00 0;0 γβγγα ==


                                            (5) 

როგორც თავსებადი საწყისი პირობა, რადგანაც { } jkkj δγγγγ 2, 00 = . 

მაשინ, წინა ამოცანის (3) ფორმულის ნაცვლად, გვექნება: 

[ ] ( )tcHx
i

v α



 =−= ,                                             (6) 

( )tα -ს დროზე დამოკიდებულება שეიძლება დაფიქსირდეს მოთხოვნიდან, რომ ის 

იყოს დინამიკური ცვლადი, ანუ:  

[ ] { } { }HHHHHi ,22,, αααααα  −=−==                           (7) 

მაგრამ { }H,α ანტიკომუტატორი ადვილი დასათვლელია: 

{ } { } jkkjj cppcH 2,, == ααα                                       (8) 
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(8)-ის გათვალისწინება (7) ტოლობაשი იძლევა ორ ეკვივალენტურ განტოლებას 

( )tjα -თვის:  

j
jj cpHi 22 =+ αα                                               (9) 

j
jj cpHi 22 −=− αα                                           (10) 

(9) განტოლების ინტეგრება שესაძლებელია, თუ მას გავამრავლებთ მარცხნიდან 

φie 2− ფაქტორზე და (10) განტოლებას კი – მარჯვნიდან φie2 -ზე, სადაც ( )


Ht
t =φ . 

 :ედეგად მიიღებაש
( ) ( ) ( ) ( )( ) j

tijjti pHecte 122 10 −−− −=− φφ αα                            (11) 

( ) ( ) ( ) ( )( )10 212 −=− − ti
j

jtij eHcpet φφ αα                               (12) 

(12) განტოლება გავამრავლოთ მარჯვნიდან ( )tice φ2− -ზე და გავითვალისწინოთ 
(5) საწყისი პირობა,  მიიღება: 

( ) [ ] ( )ti
j

j
j

j
j eHcpcHpctcv φγγα 21012 −−− −+==                   (13) 

რადგანაც H და jp  მუდმივებია, שეგვიძლია ვაინტეგროთ (13) და მივიღებთ:  

( ) ( ) [ ] ( )

( )/2

1
0

2
1012

iH

e
HcpctHpcxtx

ti

j
j

j
jj

−
−−++=

−
−−

φ

γγ             (14) 

რაც ამოცანის პირობაשი დასამტკიცებელი ტოლობაა, რომელשიც: 

[ ]102

2

1 −− −= HHpcci γγξ 



                                    (15) 

(14) ნიשნავს ელექტრონის „კანკალს“. 

ξ


-ს მატრიცული ელემენტი ქრება, თუ ვიხილავთ მხოლოდ დადებითი ან 

მხოლოდ უარყოფითი ენერგიის მქონე მდგომარეობებს. ამ ფაქტის დასადგენად, 
 :ნოთ, რომשევნიש

{ } { } 2422224222 ,,
2

1
EcmcpcmpmcppH j

j
kj

kj =+=++= ββααα     16) 

სადაც 4222 cmcpE += არის თავისუფალი ნაწილაკის რელატივისტური ენერ-

გია. აשკარაა, რომ:  





 ±=Γ± E

H
1

2

1
                                                (17) 

პროექციული ოპერატორებია დადებითი და უარყოფითი ენერგიებით, რომლებიც 
აკმაყოფილებენ שემდეგ თანაფარდობებს: 

±± Γ=Γ2  ;   0=ΓΓ=ΓΓ +−−+                                      (18) 
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განვიხილოთ კომუტატორი: 

[ ] [ ] { }( ) ( )Hcp
E

HH
E

H
E kkkkkk ααααα ±=−±=−±=±=Γ±

1
2,

2

1
,

2

1
,

 

                               (19) 

(19) თანაფარდობის გამოყვანისას გამოვიყენეთ (8) გამოსახულება და
221 −−− == HEHHH ტოლობის გამოყენებით მივიღეთ: 

[ ] [ ] [ ]kci
E

HEHpcciHHpcci αααξ ,
2

1

2

1

2

1 2111
±

−−−− Γ±=−=−= 








     (20) 

ამიტომ: 

[ ] ( ) 0
2

1
,

2

1 =ΓΓ−ΓΓ±=ΓΓΓ±=ΓΓ ±±±±±±±±± αααξ 






ci

E
ci

E
         (21) 

სიჩქარის ოპერატორს, რომელიც პროექტირებულია მხოლოდ დადებითი ან უარ-
ყოფითი ენერგიების მდგომარეობებზე, არ გააჩნია „კანკალი“, რადგანაც:  

±
−

±
−

±±± Γ=ΓΓ=ΓΓ 1212 HpcHpcv


                               (22) 

„კანკალი“ უარყოფითი ენერგიების არსებობით აიხსნება. ის გამოწვეულია დადე-
ბითი და მისი ტოლი უარყოფითი ენერგიის שესაბამისი რხევების ძგერით. რო-
გორც ცნობილია, ძგერის სიხשირე ძგერადი ტალღების სიხשირეთა სხვაობას უდ-

რის, ე.ი. სწორედ 
( )



EEE 2=−−=ω . 

როგორც (14)-დან ჩანს, სიჩქარის საשუალო მნიשვნელობა დროის დიდ ინტერ-
ვალשი ტოლია: 

( ) ( ) 12

2

12 10 −

−

− →−+=−
Hpc

t

e
Hpc

t

xtx
iHt






ξ                       (23) 

4.124. განვიხილოთ שემდეგი ანზაცი: 

( ) ( ) ( ) ( )tijtij eet φφ αα −= 0                                            (1) 

სადაც ( )


Ht
t =φ . გავაწარმოოთ (1) დროის მიხედვით,  გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]HtHeeeHeti jtijtitijtij ,00 αααα φφφφ =+−= −−            (2) 

რომელიც თანხმობაשია წინა ამოცანის (7) ტოლობასთან. რადგანაც (1) ანზაცი 

აკმაყოფილებს ( ) jj t γγα 0=  საწყის პირობას 0=t  მომენტשი, ამიტომ (1) ანზა-

ცი კორექტულია. მოსალოდნელი ანტიკომუტატორი უდრის: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) jktikjtikj eett δγγγγαα φφ == −00 ,,                          (3) 

სადაც გამოვიყენეთ წინა ამოცანის (5) ტოლობა.   

( )HHcp
E kk α−±= −11
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ანალოგიურად, თუ დავუשვებთ, რომ ( )tβ  მატრიცები დინამიკური ცვლადე-

ბია ანუ აკმაყოფილებენ שემდეგ განტოლებას: 

[ ]Hi ,ββ =                                                     (4) 

მაשინ שეგვიძლია שევამოწმოთ, რომ:  

( ) ( ) ( ) ( )titi eet φφ ββ −= 0                                              (5) 

აკმაყოფილებს (4) განტოლებას და ასევე საწყის პირობას ( ) 0γβ =t -ს 0=t  
მომენტשი. 

(1) და (2)-დან კი მივიღებთ: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) 0,, 00 == − tijti
j eett φφ γγγβα                                (6) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 12
0

2 == − titi eet φφ γβ                                               (7) 

სადაც კვლავ გამოვიყენეთ წინა ამოცანის (5) ტოლობა.  

დამატება 

A. კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის ზოგიერთი თვისება 

ემოვიღოთ კომპლექსური ცვლადი ϕieziyxzש =+= და ამ ცვლადის რაიმე 

( ) ( ) ( ) ( ) θiezfyxivyxuzf =+= ,, ფუნქცია. კომპლექსური ცვლადის ფუნქცია 

განიმარტება კომპლექსური სიბრტყის რაიმე D არეზე. თუ არეს აქვს ერთი שემო-

მსაზღვრელი კონტური (ანუ არეს არ გააჩნია ხვრელები), მაשინ მას მარტივად 

ბმულ არეს უწოდებენ, ხოლო, როცა არე שემოსაზღრულია ერთი გარე ჩაკეტილი 

კონტურით და რამდენიმე שიგა კონტურით, მაשინ მას მრავლად ბმული არე ეწო-

დება. D არეს, რომელსაც საზღვარიც ეკუთვნის, ჩაკეტილი ეწოდება და D -თი 

აღინიשნება. 

( )zf  ფუნქციას დიფერენცირებადი ეწოდება 0zz =  წერტილשი, თუ არსე-

ბობს ზღვარი: 

( ) ( ) ( )
z

zfzzf

dz

zdf
z Δ

−Δ+=
→Δ 0

lim                                    (A.1) 

0zz = წერტილისათვის და ეს ზღვარი არ არის დამოკიდებული zΔ -ის ნულისაკენ 

მისწრაფების ხასიათზე. ფუნქცია שესაძლოა წარმოებადი იყოს წერტილზე, წირზე 

ან მთელ არეზე. 
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( )zf  კომპლექსური ცვლადის ფუნქციას ანალიზური ეწოდება, თუ D არის 

ყოველ წერტილზე იგი დიფერენცირებადია. ამ თვისების მქონე ფუნქციისათვის 
ხשირად სხვა სახელწოდებაც გამოიყენება: რეგულარული ან ჰომომორფული. 

წერტილს, სადაც ირღვევა ( )zf   ფუნქციის ანალიზურობა, განსაკუთრებულ 

წერტილს უწოდებენ. 0zz = -ს ეწოდება ( )zf   ფუნქციის იზოლირებული გან-

საკუთრებული წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მახლობლობა 

Rzz <−< 00 , რომელשიც ( )zf  ანალიზურია. აქ იგულისხმება ისეთი წერტი-

ლები, რომელთა მახლობლობაשი ( )zf  ცალსახაა. 

განიხილება სამი ტიპის იზოლირებული განსაკუთრებული წერტილი. 

1) თუ არსებობს სასრული ზღვარი: 

                                            ( )zf
zz 0

lim
→

                                                               (A.2) 

მაשინ 0z -ს ეწოდება აცილებადი განსაკუთრებული წერტილი. მაგალითად, 

( )
z

ztg
zf =  ფუნქციისათვის 0=z  აცილებადი განსაკუთრებული წერტილია და 

ამიტომ ასეთი წერტილი არ ითვლება განსაკუთრებულ წერტილად. 

2) თუ არსებობს (A.2) ზღვარი და ის უსასრულობის ტოლია, მაשინ 0zz =  გან-

საკუთრებულ წერტილს პოლუსი ეწოდება. განმარტების თანახმად, პოლუსשი, 

( ) ∞=0zf . პოლუსს ეწოდება m რიგის პოლუსი, თუ ( ) ( )zfzz m
0−  ანალიზუ-

რია 0zz =  წერტილשი ( ( ) ( )zfzz m 1
0

−− ეიძლება არ იყოს ანალიზური 0zzש  =

წერტილשი). მაგალითად, ( ) ( ) 63 −−= zzf ფუნქციისათვის 3=z არის 6=m  რი-

გის პოლუსი.    

3) თუ არ არსებობს (A.2) ზღვარი, მაשინ 0zz = -ს არსებითად განსაკუთრებული 

წერტილი ეწოდება. ასე მაგალითად, ( )
z

zf
1

cos=  და ( ) 2

1

zezf = ფუნქციებისათ-

ვის 0=z  არსებითად განსაკუთრებული წერტილია. 

ფუნქციას ეწოდება მთელი ან ჰოლომორფული, თუ მას საერთოდ არ გააჩნია 
განსაკუთრებული წერტილები. მტკიცდება, რომ ასეთი ფუნქცია წარმოიდგინება 
ხარისხოვანი მწკრივით: 


∞

=0n

n
n zc                                                     (A.3) 

რომელიც კრებადია მთელ სიბრტყეზე; ადგილი აქვს שებრუნებულ დებულება-
საც.  
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თუ ( )zf  ფუნქციას, გარდა პოლუსებისა, სხვა განსაკუთრებულობა არ გააჩ-

ნია, მაשინ მას მერომორფულ ფუნქციას უწოდებენ. 
ანალიზური ფუნქციებისათვის ადგილი აქვს მეტად მნიשვნელოვან კოשის 

ინტეგრალურ თეორემას.  

კოשის ინტეგრალური თეორემა 

თუ ( )zf  ფუნქცია ანალიზურია D  არეשი და უწყვეტია D ) ინשი, მაש- )zf  

ფუნქციიდან აღებული ინტეგრალი ამ არის საზღვარზე, იმ პირობით, რომ კონ-

ტურის שემოვლისას D  არე ყოველთვის ერთ მხარეს მდებარეობდეს, ნულის ტო-
ლია: 

( ) =′′
C

zdzf 0                                                 (A.4) 

კოשის ინტეგრალური ფორმულა  

თუ ( )zf  ფუნქცია ანალიზურია D  არეשი და უწყვეტია D -ინ ადგიשი, მაש-

ლი აქვს კოשის ინტეგრალურ ფორმულას: 

( ) ( )
 −

′′
=

C zz

zdzf

i
zf

π2
1

                                          (A.5) 

სადაც C-კონტური წარმოადგენს D  არის საზღვარს; ამასთან, კონტურის שემოვ-
ლა ხდება ისე, რომ არე რჩებოდეს ყოველთვის მარცხნივ. z კი არის שიგნით მო-

თავსებული წერტილი. D  არე שეიძლება שეიცავდეს ჭრილებსაც, ე.ი. მრავლად 

ბმული იყოს. კოשის ფორმულა საשუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ ( )zf  ფუნქციის 

მნიשვნელობა D  არის ნებისმიერ წერტილשი, როდესაც ცნობილია ( )zf -ის მნიש-

ვნელობა საზღვარზე. კერძო שემთხვევაשი (A.5) მიიღებს ასეთ სახეს: 

i
zz

zd

C

π2=
−
′

                                                  (A.6) 

აქვე მოვიყვანოთ კოשის ფორმულა ( )zf  ფუნქციის წარმოებულებისათვის, რო-

მელიც დიდ როლს ასრულებს ფიზიკის სხვადასხვა ამოცანაשი. თუ ( )zf  ანალი-

ზურია D  არეשი და უწყვეტია D ინ მას Dשი, მაש-  არის ყველა წერტილשი აქვს 
ნებისმიერი რიგის წარმოებული, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

( ) ( )
( ) +′−

′′
=

C
nn

n

zz

zdzf

i

n

dz

zfd
12

!

π
                                      (A.7) 

სადაც C კვლავ D  არის საზღვარია. 
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ტეილორის მწკრივად გაשლა  

თუ ( )zf  ფუნქცია ანალიზურია R -რადიუსიან RC   წრეשი, რომლის ცენტრი 

მოთავსებულია bz =  წერტილשი, მაשინ არსებობს ( )bz − -ს ხარისხების ერთადე-

რთი მწკრივი, რომელიც თანაბრად კრებადია ( )zf -საკენ, როცა  

( ) ( )
∞

=

−=
0n

n
n bzazf                                           (A.8) 

სადაც:  

( ) ( )
( )

′

+−′
′′

==
RC

nn

n

n
bz

zdzf

idz

bfd

n
a

12

1

!

1

π
                              (A.9) 

ხოლო RC ′ -არის bzR −=′ -რადიუსიანი წრე. 

(A.8)-ს უწოდებენ ტეილორის მწკრივს. უდიდესი წრე ( )cR RbzC
C

≤− , რომ-

ლის ყველა שიგა წერტილი მოთავსებულია ( )zf -ის ანალიზურობის არეשი, წარ-

მოადგენს (A.8) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის წრეს, ხოლო cR -ს კრებადო-

ბის რადიუსი ეწოდება. 

ლორანის მწკრივად გაשლა  

თუ ( )zf  ფუნქცია ანალიზურია ორ კონცენტრულ – 
1R

C და 
2R

C წრეს שორის 

არეשი ( )12 RR <  ცენტრებით bz =  წერტილשი ( )∞≠b , მაשინ არსებობს ერთადე-

რთი მწკრივად გაשლა ( )bz − -ს დადებითი და უარყოფითი ხარისხების მიხედვით: 

( ) ( ) 12
10

;)( RbzRbzabzazf
n

n
n

n

n
n <−<−+−= 

∞

=

−
∞

=

            (A.10) 

სადაც: 

( )
( )

′

+−′
′′

=
1

12

1

RC
nn

bz

zdzf

i
a

π
                                     (A.11) 

( )
( )

′

−−′
′′

=
2

12

1

RC
nn

bz

zdzf

i
a

π
                                    (A.12) 

1R
C ′ კონტური არის 11 RRbz <′=−  წრე, ხოლო 

2R
C ′ , 22 RRbz >′=− წრეა. 

(A.10)-ის პირველი ჯამი თანაბრად კრებადია 1Rbz ′≤− -სათვის და ანალიზურია 

1R
C -ის שიგნით; მეორე ჯამი თანაბრად კრებადია 2Rbz ′≥− -სათვის და ანალი-

ზურია 
2R

C -ის გარეთ.  

:RRbz <′≤−
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(A.10) მწკრივი שეიძლება  ასეც  ჩაიწეროს: 

( ) ( )
∞=

−∞=

−=
n

n

n
n bzzf α                                         (A.13) 

სადაც: 

( )
( ) +−′

′′
=

C
nn

bz

zdzf

i 12

1

π
α                                          (A.14) 

C კონტური წარმოადგენს 
1R

C და 
2R

C -ს שორის მოთავსებულ ნებისმიერ 

წრეწირს. 

z  წერტილებს, რომლებზეც ( ) 0=zf -ს, უწოდებენ ( )zf -ის ნულებს ან ფეს-

ვებს. ანალიზურ ( )zf  ფუნქციას bz =  წერტილზე ექნება m რიგის ფესვი (m

მთელი დადებითი რიცხვია), თუ bz =  წერტილשი ( )zf -ის ტეილორის მწკრივად 

გაשლაשი პირველი m კოეფიციენტი 1...,210 ,, +maaaa
 
ნულის ტოლია, ხოლო 0≠ma ; 

ამასთან, ( ) ( )zfbz m−−  იქნება ანალიზური და ნულისაგან განსხვავებული bz =  

წერტილზე. 

თეორემა ნაשთთა שესახებ 

თუ bz =  წერტილზე ( )zf  ფუნქცია ან ანალიზურია, ან იზოლირებული გან-

საკუთრებულობა გააჩნია, მაשინ )(zf -ის ნაשთი b წერტილשი – ( )zfsRe  ეწო-

დება ლორანის გაשლაשი ( ) 1−−bz წევრის კოეფიციენტს, ანუ: 

( ) ( ) ′′=
C

zdzf
i

zfs
π2
1

Re                                     (A.15) 

სადაც C კონტურია, რომელიც გარს ერტყმის b წერტილს და არ שეიცავს ( )zf -

ის არავითარ განსაკუთრებულობას, bz = -საგან განსხვავებულს. 

თუ ( )zf  ანალიზურია ანდა აქვს აცილებადი განსაკუთრებულობა ∞≠=bz -ზე, 

მაשინ ( ) 0Re =bfs .  

თუ ∞≠= bz არის m რანგის პოლუსი, მაשინ: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]zfbz
dz

d

m
afs m

m

m

az
−

−
= −

−

→ 1

1

lim
!1

1
Re                     (A.16) 

კერძო שემთხვევაשი, როცა bz =  მარტივი პოლუსია, ხოლო ( ) ( )
( )z
zF

zf
Φ

= , სადაც 

)(zF   და ( )zΦ  ანალიზური ფუნქციებია bz =  წერტილשი და ( ) 0≠bF , მაשინ 

( ) 0≠Φ′ b  და  
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( ) ( )
( )b
bF

bfs
Φ′

=Re                                           (A.17) 

სამართლიანია שემდეგი თეორემა: ( )zf   ფუნქციის ნულებשი და პოლუსებשი, მის 

( )
( )zf
zf ′

 ლოგარითმულ წარმოებულს პირველი რიგის პოლუსები გააჩნია და ფუნქ-

ციის ლოგარითმული ნაשთი ნულשი ფესვის რიგის ტოლია, ხოლო პოლუსשი, პო-
ლუსის რიგისაა שებრუნებული ნიשნით. 

თუ ( )zf  ფუნქცია უწყვეტია D  არის C -საზღვარზე (საზღვარზე უწყვეტო-

ბა იგულისხმება იმ აზრით, რომ საზღვრის ნებისმიერი 0z  წერტილისათვის არსე-

ბობს ( )0
,

)(lim
0

zfzf
Dzzz

=
∈→

) და ამ არის שიგნით, გარდა სასრული რაოდენობის 

განსაკუთრებული nbbb ...,, 21  წერტილებისა, ანალიზურია, მაשინ: 

( ) ( )
=

=
n

k
k

C

bfsidzzf
1

Re2π                                   (A.18)      

ეს ფორმულა დიდად გამოიყენება  განსაზღვრული ინტეგრალების გამოთვლისას. 

ნამდვილი განსაზღვრული ინტეგრალი ( )
b

a

dxxf -ეიძლება განვიხილოთ, როש 

გორც კონტურზე კომპლექსური ცვლადის ფუნქციიდან აღებული ინტეგრალის 

ნაწილი იმ პირობით, რომ კონტური שეიცავს ნამდვილი ღერძის ( )ba,  ინტერ-

ვალს. ზოგიერთი ( )
∞

∞−

dxxf  ტიპის ინტეგრალის ნაשთთა თეორიით გამოთვლის 

დროს უნდა გამოვიყენოთ C -კონტური, რომელიც שედგება ნამდვილი ღერძის 

( )RR,− ინტერვალისა და ზედა ნახევარსიბრტყეשი RC ნახევარწრისაგან. שემდე-

გი ლემა საשუალებას გვაძლევს აღნიשნულ ნახევარწრეზე აღებული ინტეგრა-
ლები უგულებელვყოთ ამ წრის რადიუსის უსასრულობისაკენ მისწრაფებისას. 

პირველი ლემა 

ამ ლემის თანახმად:  

( ) =′′
∞→

RC
R

zdzf 0lim                                           (A.19) 

თუ ინტეგრალი არსებობს ყოველი სასრული R -სათვის და ( )zzf  თანაბრად 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 0, ≥∞→ yz .  
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მეორე ლემა (ჟორდანის ლემა) 

თუ ( )zχ  ანალიზურია ზედა ნახევარსიბრტყეשი, שესაძლო სასრული რაოდე-

ნობის პოლუსების გამოკლებით და თანაბრად მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 

0≥∞→ yz -სათვის, მაשინ ნებისმიერი ნამდვილი დადებითი k  რიცხვისათვის:                  

( ) =′′
∞→

RC
R

zdzf 0lim                                           (A.20) 

განשტოების წერტილები  

დავუשვათ, ( )zf  ფუნქცია ისეთია, რომ მას D არის სხვადასხვა ქვეარეשი 

ე.წ. ( ),...),( 21 zfzf  ი ყოველიשტოები გააჩნია და საკუთარი განმარტების არეש 

) ტო ღებულობსש )zf  ფუნქციის რაიმე მნიשვნელობების სიმრავლეს. ანალიზურ 

ფუნქციათა თეორია გარკვეული აზრით שეიძლება გავავრცელოთ ასეთ მრავალ-
სახა ფუნქციაზეც. 

ვთქვათ, ( )zf  ფუნქციას აქვს რამდენიმე שტო, რომლებიც ანალიზურია 

az =  წერტილის მახლობლობაשი, გარდა, שესაძლოა, თვით a  წერტილისა. როცა 

z  ცვლადი az =  წერტილის ირგვლივ აღწერს ჩაკეტილ წირს, თუ ( )zf  ფუნქ-

ცია თავისი ერთი שტოდან მეორეზე გადადის, მაשინ az =  წერტილს განשტოების 
წერტილი ეწოდება. თუ ამ ჩაკეტილი წირის ერთი და იმავე მიმართულებით 

)1( +n -ჯერადი שემოვლით კვლავ (პირველად!) დავუბრუნდებით პირველდაწყე-

ბით שტოს, მაשინ n -ს უწოდებენ განשტოების წერტილის რიგს. თუ az =  წერ-

ტილზე განსაზღვრულია ( )zf , მაשინ ( )af საერთოა ყველა שტოსათვის.  

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, ( ) zzf = ; რადგან ϕiezz = , ამიტომ 

( ) 2

ϕ
i
ezzf = . 0=z  წერტილის ჩაკეტილ წრეზე ორჯერ שემოვლით არგუმენტი 

მიიღებს π4 ნაზრდს და ( )zf  ფუნქცია საწყის მნიשვნელობას დაუბრუნდება. 

ამიტომ  0=z  პირველი რიგის განשტოების წერტილია. 
როცა az =  წერტილის ირგვლივ ერთი და იმავე მიმართულებით ყოველი שე-

მოვლისას ახალ שტოებს ვღებულობთ, მაשინ განשტოების წერტილს უსასრულო 
რიგის ან ლოგარითმული განשტოების წერტილი ეწოდება. ასეთი უსასრულო რი-

გის განשტოების წერტილი აქვს, მაგალითად, ( ) zzf ln= ფუნქციას. რადგან 

ϕizz += lnln , ამიტომ 0=z  წერტილის ყოველი שემოვლისას ( )zf  ღებულობს 

π2 ნაზრდს და არასოდეს უბრუნდება საწყის მნიשვნელობას. 

( )zf  ფუნქციის ცალკეული ცალსახა שტოები განისაზღვრება არეებשი, რომ-

ლებიც שემოსაზღვრულია ჭრილებით. მაგალითად,  ( ) zzf =  ფუნქციის ჭრილი 
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 ეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერი მარტივი წირის გასწვრივ, რომელიც აერთებსש

0=z  და +∞=z წერტილებს.  
ხשირად ხელსაყრელია მრავალსახა (שტოებიანი) ფუნქციის წარმოდგენა ცალ-

სახა ფუნქციის სახით, რომელიც განსაზღვრულია რიმანის ზედაპირზე. რიმანის ზე-
დაპირი שედგება z -სიბრტყეების ან, როგორც ამბობენ, ფურცლების გარკვეული 

რაოდენობისაგან, რომლებიც שეესაბამებიან ( )zf  ფუნქციის שტოებს და שეერ-

თებული არიან ერთმანეთთან გარკვეული წესით שერჩეული ჭრილების გასწვრივ. 

ანალიზური გაგრძელება 

დავუשვათ, გვაქვს ორი – 1D და 2D არე, რომელთაც არა აქვთ საერთო 

წერტილები, მაგრამ გააჩნიათ საზღვრის γ  საერთო ნაწილი. ვთქვათ, ამ არეებשი 

განსაზღვრულია )(1 zf  და )(2 zf ანალიზური ფუნქციები. ამბობენ, რომ )(2 zf  

ფუნქცია წარმოადგენს )(1 zf -ის უשუალო გაგრძელებას 2D არეשი. თუ არსებობს 

ისეთი ( )zf  ფუნქცია, რომელიც ანალიზურია 21 DD ++γ ი, 1Dש- -ის ყველა წერ-

ტილשი ემთხვევა )(1 zf -ს, 2D -ის ყველა წერტილשი კი – )(2 zf -ს, ე.ი.: 

( ) 11 )( Dzfzf =  ი                                    (A.21)ש-

( ) 22 )( Dzfzf =  ი                                    (A.22)ש-

ანალიზური გაგრძელებისათვის საკმარისია ერთი  პირობა.  

დავუשვათ, მოცემულია ორი ისეთი მარტივად ბმული 1D  და 2D არე, რომელ-

თაც საერთო წერტილები არ გააჩნიათ, მაგრამ მათ საზღვრებს აქვთ საერთო γ  

მონაკვეთი. ვთქვათ, ამ არეებשი, שესაბამისად, განსაზღვრულია )(1 zf  და )(2 zf

ანალიზური ფუნქციები. თუ, გარდა ამისა, ეს ფუნქციები უწყვეტია γ+1D და 

γ+2D -ზე, ხოლო γ მონაკვეთის ყველა წერტილשი ერთმანეთს ემთხვევა, მაשინ 

)(2 zf  ფუნქცია წარმოადგენს )(1 zf  ფუნქციის უשუალო გაგრძელებას 2D არე-

ი. )(1ש zf  და )(2 zf ) ეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც ერთიანიש  )zf  ანალი-

ზური ფუნქცია, განმარტებული ყველგან 21 DD ++γ არეשი. 

დავუשვათ, ( )zf  ანალიზურია D  არეשი, რომლის საზღვარი שეიცავს ნამდ-

ვილი ღერძის γ მონაკვეთს. თუ ( )zf  უწყვეტია γ+D -ზე და γ -ზე იღებს ნამდ-

ვილ მნიשვნელობებს, მაשინ ( )zf~  ფუნქცია, რომელიც განმარტებულია D  არის 

ნამდვილი ღერძის სიმეტრიულ D
~

არეשი, ტოლობით:  

( ) ( )zfzf ∗∗ =~
                                            (A.23) 

წარმოადგენს ( )zf -ის ანალიზურ გაგრძელებას D
~

არეשი. ეს თეორემა გამოხა-

ტავს ე.წ. სიმეტრიის პრინციპის שინაარსს. 
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B. ინტეგრალები და ინტეგრალური თანაფარდობები 

1. 
 
( ) 

∞

∞−

= dkex ikx

π
δ

2

1
; ( ) ( ) = kder rki

 

32

1

π
δ                                                    (B.1) 

ანალოგიური თანაფარდობაა სამართლიანი n -განზომილებიან სივრცეשიც. 

2.

 

( ) ( ) ( )  ±
−

=
−

b

a

b

a

xFi
xx

dxxF

ixx

dxxF
0

00

π
ε

                                                                (B.2) 

სადაც bxa << 0 , ხოლო 0>ε  უსასრულოდ მცირე სიდიდეა; 
( )

 −

b

a xx

dxxF

0

 ინტეგ-

რალი კი აიღება მთავარი მნიשვნელობით. 

3.
 

∞

∞−

=
±−
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π
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∞
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x
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e
k

dke λ

λ
π

λ22
                                       (B.3) 

სადაც x  და 0>λ  ნამდვილი სიდიდეებია, ხოლო 0>ε  უსასრულოდ მცირე 

სიდიდეა. ინტეგრალები გამოითვლება ნაשთთა თეორიის გამოყენებით. ამასთან, 

0>x -თვის ინტეგრების კონტური მოთავსებულია k კომპლექსური სიდიდის ზედა 
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 garekanis dizaini nino ebraliZe 

 kompiuteruli uzrunvelyofa lali kurdRelaSvili 
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