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1. დიფერენციალური აღრიცხვის ელემენტები 

1.1. ფუნქციის წარმოებული 

ძირითად ელემენტარულ ფუნქციათა წარმოებულების ცხრილი 

1. ( ) 0c ′ = , c  მუდმივია. 

2. ( ) 1x xα αα −′ = , 0x > , Rα ∈ ; 

( ) 1n nx nx −′ = , x R∈ , n N∈ . 

3. ( ) lnx xa aα ′ = ; 

( )x xe e′ = . 

4. ( ) 1log
ln

x
a x a

′ = ; 

( ) 1ln x
x

′ = . 

5. ( )sin cosx x′ = . 

6. ( )cos sinx x′ = − . 

7. ( ) 2

1tg
cos

x
x

′ = . 

8. ( ) 2

1ctg
sin

x
x

′ = − . 

9. ( )
2

1arcsin
1

x
x

′ =
−

. 

10. ( )
2

1arccos
1

x
x

′ = −
−

. 

11. ( ) 2

1arctg
1

x
x

′ =
+

. 

12. ( ) 2

1arcctg
1

x
x

′ = −
+

. 

გაწარმოების წესები 

ვთქვათ, ( )f x  და ( )g x  წარმოებადი ფუნქციებია, მაשინ სამართლიანია 

 :ემდეგი ტოლობებიש

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′± = ± . 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′= + . 

3. ( )( ) ( )cf x cf x′ ′= , c  მუდმივია. 

4. 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

f x f x g x f x g x
g x g x

′  ′ ′−
=  

 
, ( ) 0g x ≠ . 

5. ( )( )( ) ( )( ) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅ . 
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იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების წარმოებული და გამოთვალეთ წარმოებული 
მითითებულ წერტილשი 

1.1. 2 25y x= + , ( )3y′ . 

1.2. 5 33 5y x= + + . 

1.3. ny x nx= + , ( )0y′ . 

1.4. n my mx nx= + , ( )1y′ . 

1.5. 91 0.1y x x
x

= + + . 

1.6. 
3

4 34

2 3 5 1xy
x x x

= + + + . 

1.7. 
2 435 4 3
2

x x xy
x

+ += , ( )1y′ . 

1.8. 
2 3

3

3 5z zy
z

+ += . 

1.9. 
3 62 1
3ln 2
t ty + += , ( )0y′ . 

1.10. 
2

2

2 1
1

x xy
x x

+ +=
− +

. 

1.11. 2 lnxy e x= + . 

1.12. 22 logxy x= ⋅ . 

1.13. ln 2 5xy = ⋅ . 

1.14. 
3

2

2 ln
3

x

xy x= + . 

1.15. 4sin cos cos 2y x x x= + + , 

2
y π ′ 
 

. 

1.16. 2arctg 2arctgy x x x= − , ( )1y′ . 

1.17. 3
tg

x

y
x

= . 

1.18. 
10

310 ln10
10x
xy = + . 

1.19. 1 3
1 3

x

xy +=
−

. 

1.20. 
5

4 5x
xy =
⋅

. 

1.21. ( )35
22 logy x x x= + . 

1.22. 2

arccos xy
x

= . 

1.23. 
2

sin cos
2 2
x xy  = − 

 
. 

1.24. 2
2

xy
x

−=
+

.

პასუხები 

1.1. 2y x′ = , ( )3 6y′ = . 

1.2. 1y′ = . 

1.3. 1ny nx n−′ = + , ( )0y n′ = . 

1.4. 1 1n my mnx mnx− −′ = + , ( )1 2y mn′ = . 

1.5. 8

3

1 1 0.9
2 2

y x
x x

′ = − +  

1.6. 5 3 5 74

8 2 15
4

y
x x x

′ = − − −  

1.7. 
6 7 5

15 1 21
4 3 4

y x
x x

′ = − + , 

( ) 261
3

y′ = . 

1.8. 2 43 11

1 8 15y
z zz

′ = − − − . 
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1.9. ( )
2

32 1
ln 2
ty t′ = + , ( )0 0y′ = . 

1.10. 
( )

2

22

3 2 2

1

x xy
x x

− + +′ =
− +

. 

1.11. 12 xy e
x

′ = + . 

1.12. 2
12 ln 2 log
ln 2

xy x
x

 ′ = + 
 

. 

1.13. ln 2 ln5 5xy′ = ⋅ ⋅ . 

1.14. 8 8 1ln
9 9

x

y
x

 ′ = + 
 

. 

1.15. 5cos siny x x x′ = − . 

1.16. 
2

2

22 arctg
1
xy x x
x
−′ = +

+
, 

( ) 11
2 2

y π′ = − . 

1.17. 
( )

2

3 ln 3sin cos 1
sin

x x x
y

x
−

′ = . 

1.18. 
9 1010 ln10
10x

x xy −′ = . 

1.19. 
( )2
2 ln 3 3

1 3

x

x
y ⋅′ =

−
. 

1.20. 
4 51 5 ln5

4 5x
x xy − ⋅′ = ⋅ . 

1.21. 2
25 4

1 6 log
5

y x x
x

 
′ = + + 

 
 

( )35 12
ln 2

x x
x

+ + . 

1.22. 
( )2

3 2

2arccos 1

1

x x x
y

x x

− + ⋅ −
′ =

−
. 

1.23. cosy x′ = − .  

1.24. 
( )2
2

2
y

x x

−′ =
+

.

1.2. რთული ფუნქციის წარმოებული 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების წარმოებული 

1.25. ( )1022 3y x= + . 

1.26. ( )93 4 5y x x= + + . 

1.27. 4 32 1y x x= + + . 

1.28. ( )523 2 3y x x= + + . 

1.29. 
3 4xy e += . 

1.30. cos24 xy = . 

1.31. 
2 sin52x xy ⋅= . 

1.32. 3 1sin
3
xy + =  

 
. 

1.33. ( )2ln 2 3 2y x x= + + . 

1.34. ( )3logy x x= + . 

1.35. 
2tg 25 xy ⋅= . 

1.36. arcsin 1y x x x= + − . 
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1.37. 
3 3 33 xy += . 

1.38. 
2

2

4
4
xy
x

−=
+

, იპოვეთ ( )0y′ . 

1.39. sin 2x xy e e x− −= + . 

1.40. ( )2
5log cos 1y x= + . 

1.41. 2 1ln
4
xy tg + =  

 
. 

პასუხები 

1.25. ( )9240 2 3y x x′ = + . 

1.26. ( ) ( )83 29 4 5 3 4y x x x′ = + + + . 

1.27. 
3 2

4 3

2 3
2 1

x xy
x x

+′ =
+ +

. 

1.28. ( ) ( )
2

2 35 2 3 2 2
3

y x x x′ = + + + . 

1.29. 
3 4 23xy e x+′ = ⋅ . 

1.30. cos22 4 ln 4 sin 2xy x′ = − ⋅ ⋅ . 

1.31. ( )2 sin5 22 ln 2 2 sin5 5 cos5x xy x x x x′ = ⋅ + . 

1.32. 2 1 1sin cos
3 3
x xy + + ′ =  

 
. 

1.33. 2

4 3
2 3 2

xy
x x

+′ =
+ +

. 

1.34. ( )
1 11

2ln3
y

xx x
 ′ = + +  

. 

1.35. 
2tg 2

2

14 5 ln5 tg 2
cos 2

xy x
x

′ = ⋅ ⋅ . 

1.36. 
1 arcsin
2

y x
x

′ = . 

1.37. 
( )

3 3 3 2

233

3 ln3

3

x xy
x

+ ⋅′ =
+

. 

1.38. 
( )4 2

8
16 4

xy
x x
−′ =

− ⋅ +
, ( )0 0y′ = . 

1.39. ( )2cos2 sin 2 1xy e x x−′ = − − . 

1.40. ( )2

sin 2
cos 1 ln 5

xy
x

−′ =
+

. 

1.41. 1
2 1sin
2

y x
′ = +

. 

1.3. წარმოებულის გეომეტრიული שინაარსი 

-ი გავლებული მხეשეადგინეთ მოცემული წირისადმი მითითებულ წერტილש
ბის განტოლება 

1.42. 2 6 4y x x= + + , ( )1; 1M − − . 

1.43. 3 2 4y x x= − + , ( )1;4M . 

1.44. 
2

3x
xy = , 

11;
3

M  
 
 

. 

1.45. cos ln
2

y x xπ= + , ( )1;0M . 
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ეადგინეთ 2ש .1.46 4 5y x x= − +  ფუ-

ნქციის გრაფიკის იმ მხების გან-
ტოლება, რომელიც პარალელუ-
რია:  
ა) 2 1y x= +  წრფისა;  

ბ) 3y = −  წრფისა. 

 ეადგინეთש .1.47
3
ln 3

x

y =  ფუნქციის 

გრაფიკის იმ მხების განტოლე-
ბა, რომელიც მართობულია:  

ა) 
1 5
3

y x= − +  წრფისა;  

ბ) 9x =  წრფისა. 

პასუხები 

1.42. 4 3y x= + . 
1.43. 3y x= + . 

1.44. 2 ln 3 ln 3 1
3 3

y x− −= + . 

1.45. 1 1
2 2

y xπ π = − + − 
 

. 

1.46. ა) 2 4y x= − ;  
ბ) 1y = . 

1.47. ა) 
33 3
ln 3

y x= + − ; 

ბ) ასეთი მხები არ არსებობს. 

1.4. მაღალი რიგის წარმოებულები 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციებისთვის მითითებული რიგის წარმოებულები 

1.48. 4 23 4 2y x x x= + + + , ( )1 ?y′′ =  

1.49. 3 22 1y x x= + + , ?y′′′ =  

1.50. ( )2 21 xy x e= + , ?y′′ =  

1.51. sin 2y x x= ⋅ , ?y′′ =  

1.52. 1
5

y
x

=
+

, ?y′′′ = , ( ) ?ny =  

1.53. 21 ln
2

y x= , ?y′′′ =  

1.54. ( )
7
22 3y x= + , ?y′′ =  

1.55. 5xy e= , ( ) ?ny =  

1.56. 25 xy = , ( ) ?ny =  

1.57. cos3y x= , ( )5 ?y =  

1.58. 1y
kx b

=
+

, ( ) ?ny =  

პასუხები 

1.48. 212 6y x′′ = + , ( )1 18y′′ = . 

1.49. 6y′′′ = . 

1.50. ( )2 22 2 4 3xy e x x′′ = + + . 

1.51. 4cos 2 4 sin 2y x x x′′ = − ⋅ . 

1.52. ( ) 46 5y x −′′′ = − + , 

( ) ( ) ( ) ( )11 ! 5n nny n x − += − + . 

1.53. 3

2 ln 3xy
x

−′′′ = . 
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1.54. ( )
3
235 2 3y x′′ = + . 

1.55. ( ) 55n n xy e= . 

1.56. ( ) ( ) ( )25 ln 25 nn xy = . 

1.57. ( )5 53 sin 3y x= − ⋅ . 

1.58. ( ) ( ) ( ) ( )11 n nn ny k kx b − += − + . 

1.5. ფუნქციის დიფერენციალი 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების დიფერენციალი 

1.59. ( )3 2 31 sin 1
3

xy e x= + + . 

1.60. 3 2lny x x= . 

1.61. 2arcsin 1y x x= + − . 

1.62. 
2sin

3

xey
a

= . 

1.63. ( )2ln cos 4y x= + . 

1.64. ( )arctg 3xy = . 

1.65. 
2tg 42 xy = . 

1.66. ( )2 2lg 5y x= + . 

1.67. arctgy x= .

ფუნქციის დიფერენციალის გამოყენებით მიახლოებით გამოთვალეთ 

1.68. 3 1.003 . 

1.69. ( )sin 0.002 . 

 

1.70. ln 3 . 

1.71. 0.0013 . 

პასუხები 

1.59. ( )( )3 2 33 sin 2 1xdy e x x dx= + + . 

1.60. ( )2 ln 3ln 2dy x x x dx= + . 

1.61. 
2

1
1
xdy dx
x

−=
−

. 

1.62. 
2sin

3

1 sin 2xdy e x dx
a

= . 

1.63. 2

sin 2
cos 4

xdy dx
x

−=
+

. 

1.64. 2

3 ln 3
1 3

x

xdy dx=
+

.

1.65. 
2tg 4

2

18ln 2 2 tg 4
cos 4

xdy x dx
x

= ⋅ ⋅ . 

1.66. 
( )

( )
2

2

4 lg 25

25 ln10

x x
dy dx

x

+
=

+
. 

1.67. 
( )
1

2 1
dy dx

x x
=

+
. 

1.68. 1.001. 

1.69. 0.002 . 

1.70. 1.104 . 

1.71. 1.0011.
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1.6. განუსაზღვრელობის გახსნის ლოპიტალის წესი 

გამოთვალეთ ფუნქციის ზღვარი ლოპიტალის წესის გამოყენებით 

1.72. 
5 3 2

3 21

3 2 5 6lim
4 3 8x

x x x
x x x→

− + −
+ + −

. 

1.73. 
( )0

lim
ln 1

x x

x

a b
x→

−
+

. 

1.74. 
( )

7

1
2

1lim
2 log 3x

x
x→

−
− +

. 

1.75. ა) ( )21

1lim
ln 2 3 4x

x
x x→

−
+ −

; 

ბ) 
( )
5

1

1lim
arctg 1x

x
x→

−
−

. 

1.76. ა) 
0

lim
sin

x x

x

e e
x x

−

→

−
−

; 

ბ) 
2

2 2lim
ln ln 2x

x
x→

−
−

. 

1.77. 
( )ln 1

lim
1x

x

x→+∞

+

−
. 

1.78. ა) 
( )
( )0

ln cos3
lim
ln cos 4x

x
x→

; 

ბ) 
( )
( )0

ln sin
lim

ln tgx

ax
bx→ +

 ( ), 0a b > . 

1.79. ა) 
3

0

2 8lim
3 9x

x
x→

− +
− +

; 

ბ) 
3

lim
5xx

x
→+∞

. 

1.80. 
( )2

3 9lim
tg 2 4

x

x x→

−
−

. 

1.81. 
0

arcsinlim
3sin arctgx

x
x x→ −

. 

1.82. 
( )1

2

1lim
2 log 1 3x

x
x→

−
− +

. 

1.83. ( )
2

lim 2 tg
4x

z zπ
→

− . 

1.84. ( ) ( )2

2
lim 4 ln 2
x

x x
→ +

− − . 

1.85. lim arctg
2x

x xπ
→+∞

 − 
 

. 

1.86. ( )
0

lim 1 cos ctg
x

x x
→

− . 

1.87. 
1

1 1lim
1 lnx x x→ +

 − − 
. 

1.88. ( )
1

0
lim cos x
x

x
→

. 

1.89. ( ) 2
1

2

0
lim 1 sin x
x

x
→

+ . 

1.90. ( )2
1

ln 1

20

1lim
cos 3

x

x x
+

→

 
 
 

. 

1.91. ( ) 2

2

lim tg x

x
x

π

π

−

→
. 

პასუხები 

1.72. 1. 

1.73. ln a
b

. 

1.74. 28ln 2− . 

1.75. ა) 
1
7

;  ბ) 5 . 

1.76. ა) ∞ ;  ბ) 1− . 

1.77. 0 . 
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1.78. ა) 
9
16

; ბ) 1. 

1.79. ა) 
1
2

;  ბ) 0 . 

1.80. 9 ln 3
2

. 

1.81. 1
2

. 

1.82. 2ln 2
3

−
. 

1.83. 4
π

. 

1.84. 0 . 

1.85. 1. 

1.86. 0 . 

1.87. 1
2

−  

1.88. 1. 

1.89. e . 

1.90. 9e . 

1.91. 1.

1.7. ფუნქციის მონოტონურობა და ექსტრემუმი 

დაადგინეთ ფუნქციის მონოტონურობის שუალედები და იპოვეთ ექსტრემუმი 

1.92. 4 33 4 1y x x= − − . 

1.93. 3 21 5 1
3

y x x x= + + + . 

1.94. 3 26 1y x x= + + . 

1.95. 
3

22 10 2
3
xy x x= − + − + . 

1.96. 31 3y x x= + − . 

1.97. 4 3 24 6 4y x x x x= − + − . 

1.98. 2 42y x x= − . 

1.99. 1
4

y
x

=
+

. 

1.100. 2

1
4

y
x

=
+

. 

1.101. 
2

1
xy
x

=
+

. 

1.102. 
2

41
xy
x

=
+

. 

1.103. ( )42 3y x= − . 

1.104. ( )23 1y x= − . 

1.105. 
2

2
x

y xe
−

= . 

1.106. 21 4
xy
x

=
+

. 

1.107. xy x e= ⋅ . 

1.108. x
xy
e

= . 

1.109. 2 3 9y x x= + + . 

1.110. 2 5 6y x x= − + . 

1.111. 27 6y x x= + − . 

1.112. ( )2ln 25y x= − . 

1.113. ( )2ln 9y x= − . 

1.114. 
ln
xy
x

= . 

1.115. ა) 
3 26 43x xy − += ; 

ბ) 
2 4 1x xy e− + += . 

1.116. 
2 4 51

2

x x

y
− +

 =  
 

. 
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1.117. ln arctgy x x= −  

1.118. ა) ( )2ln 5 6y x x= + − ; 

ბ) ( )2ln 3 5y x x= + + . 

1.119. 4y x
x

= + . 

იპოვეთ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიשვნელობები მითითებულ שუ-
ალედზე 

1.120. 3y x= , 1 3x− ≤ ≤ . 

1.121. 1arctg
1
xy
x

−=
+

, 0 1x≤ ≤ . 

1.122. 3 lny x x= , 1 x e≤ ≤ . 

1.123. 33y x x= − , 2 3x− ≤ ≤ . 

პასუხები 

1.92. კლებადობის שუალედია ( ];1−∞ , ზრდადობის שუალედია [ )1;+∞ , 

( )min 1 2y y= = − . 

1.93. ზრდადობის שუალედია ( );−∞ +∞ , ფუნქციას ექსტრემუმი არ აქვს. 

1.94. კლებადობის שუალედია [ ]4;0− , ზრდადობის שუალედებია: ( ]; 4−∞ −  და 

[ )0;+∞ , ( )max 4 33y y= − = , ( )min 0 1y y= = . 

1.95. კლებადობის שუალედია ( );−∞ +∞ , ფუნქციას ექსტრემუმი არ აქვს. 

1.96. კლებადობის שუალედებია: ( ]; 1−∞ −  და [ )1;+∞ , ზრდადობის שუალედია 

[ ]1;1− , ( )max 1 3y y= = , ( )min 1 1y y= − = − . 

1.97. ზრდადობის שუალედია [ )1;+∞ , კლებადობის שუალედია ( ];1−∞ , 

( )min 1 1y y= = − . 

1.98. ზრდადობის שუალედებია: ( ]; 1−∞ −  და [ ]0;1 , კლებადობის שუალედებია: 

[ ]1;0−  და [ )1;+∞ , ( ) ( )max 1 1 1y y y= − = = , ( )min 0 0y y= = . 

1.99. კლებადობის שუალედებია: ( ); 4−∞ −  და ( )4;+∞ , ფუნქციას ექსტრემუმი 

არ აქვს. 

1.100. კლებადობის שუალედია [ )0;+∞ , ზრდადობის שუალედია ( ];0−∞ , 

( )max
10
4

y y= = . 
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1.101. ზრდადობის שუალედებია: ( ]; 2−∞ −  და [ )0;+∞ , კლებადობის שუალე-

დებია: [ )2; 1− −  და ( ]1;0− , ( )max 2 4y y= − = − , ( )min 0 0y y= = . 

1.102. ზრდადობის שუალედებია: ( ]; 1−∞ −  და [ ]0;1 , კლებადობის שუალედებია: 

[ ]1;0−  და [ )1;+∞ , ( ) ( )max
11 1
2

y y y= − = = , ( )min 0 0y y= = . 

1.103. ზრდადობის שუალედია 
3 ;
2
 +∞  

, კლებადობის שუალედია 
3;
2

 −∞  
, 

min
3 0
2

y y  = = 
 

. 

1.104. კლებადობის שუალედია ( ];1−∞ , ზრდადობის שუალედია [ )1;+∞ , 

( )min 1 0y y= = . 

1.105. ზრდადობის שუალედია [ ]1;1− , კლებადობის שუალედებია: ( ]; 1−∞ −  და 

[ )1;+∞ , ( )
1
2

min 1y y e
−

= − = − , ( )
1
2

max 1y y e
−

= = . 

1.106. კლებადობის שუალედებია: 
1;
2

 −∞ −  
 და 

1 ;
2
 +∞  

, ზრდადობის שუა-

ლედია 
1 1;
2 2

 −  
, min

1 1
2 4

y y  = − = − 
 

, max
1 1
2 4

y y  = = 
 

. 

1.107. კლებადობის שუალედია ( ]; 1−∞ − , ზრდადობის שუალედია [ )1;− +∞ , 

( )min
11y y
e

= − = − . 

1.108. ზრდადობის שუალედია ( ];1−∞ , კლებადობის שუალედია [ )1;+∞ , 

( )max
11y y
e

= = . 

1.109. კლებადობის שუალედია 
3;
2

 −∞ −  
, ზრდადობის שუალედია 

3 ;
2

 − +∞ 
, 

min
3 27
2 2

y y  = − = 
 

. 

1.110. ზრდადობის שუალედია [ )3;+∞ , კლებადობის שუალედია ( ];2−∞ , 

( ) ( )min 2 3 0y y y= = = . 



1. დიფერენციალური აღრიცხვის ელემენტები 

 17 

1.111. ზრდადობის שუალედია [ ]1;3− , კლებადობის שუალედია [ ]3;7 , 

( )max 3 4y y= = . 

1.112. ზრდადობის שუალედია ( )5;+∞ , კლებადობის שუალედია ( ); 5−∞ − , 

ფუნქციას ექსტრემუმი არ აქვს. 

1.113. ზრდადობის שუალედია ( ]3;0− , კლებადობის שუალედია [ )0;3 , 

( )max 0 ln9y y= = . 

1.114. კლებადობის שუალედებია: ( )0;1  და ( ]1;e , ზრდადობის שუალედია 

[ );e +∞ , ( )miny y e e= = . 

1.115. ა) ზრდადობის שუალედებია: ( ];0−∞  და [ )4;+∞ , კლებადობის 

] უალედიაש ]0;4 , ( )max 0 81y y= = , ( ) 28
min 4 3y y −= = ; 

ბ) ზრდადობის שუალედია ( ];2−∞ , კლებადობის שუალედია [ )2;+∞ , 

( ) 5
max 2y y e= = . 

1.116. ზრდადობის שუალედია ( ];2−∞ , კლებადობის שუალედია [ )2;+∞ , 

( )max
12
2

y y= = . 

1.117. ზრდადობის שუალედია ( )0;+∞ , ფუნქციას ექსტრემუმი არ აქვს. 

1.118. ა) კლებადობის שუალედია ( ); 6−∞ − , ზრდადობის שუალედია ( )1;+∞ , 

ფუნქციას ექსტრემუმი არ აქვს; 

ბ) კლებადობის שუალედია 
3;
2

 −∞ −  
, ზრდადობის שუალედია 

3 ;
2

 − +∞ 
, min

3 11ln
2 4

y y  = − = 
 

. 

1.119. ზრდადობის שუალედებია: ( ]; 2−∞ −  და [ )2;+∞ , კლებადობის 

] :უალედებიაש )2;0−  და ( ]0;2 , ( )max 2 4y y= − = − , ( )min 2 4y y= = . 

1.120. 27  და 1− . 

1.121. 
4
π

 და 0 . 

1.122. 3e  და 0 . 

1.123. 2  და 18− . 
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1.8. ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა. 
გადაღუნვის წერტილები 

დაადგინეთ שემდეგ ფუნქციათა ამოზნექილობისა და ჩაზნექილობის שუა-
ლედები. იპოვეთ გადაღუნვის წერტილები 

1.124. 5 43 5 4y x x= + − . 

1.125. 5 41 6 10y x x= − + . 

1.126. 4 26 2y x x= − + . 

1.127. 6 42 5y x x= − . 

1.128. ( )22
1 log 1
2

y x= + . 

1.129. 4 32 1y x x= − + . 

1.130. 4 3 21 1 3 3
12 3 2

y x x x x= + + + + . 

1.131. 4 3 21 2 5 2 4
12 3 2

y x x x x= − + − + + . 

1.132. 6 5 4156 3
2

y x x x x= − + + . 

1.133. 5 4 3205 3 1
3

y x x x x= − + + + . 

1.134. 7 7 6y x x= + + . 

1.135. 4 26y x x= + . 

1.136. 4 3 28 24 2y x x x= − + + . 

1.137. 1
2

y
x

=
+

. 

1.138. ( )53 2 3y x= − + . 

1.139. 2 1xy x e= ⋅ + . 

1.140. 3 1y x= + . 

1.141. 
2xy e−= .

პასუხები 

1.124. ჩაზნექილობის שუალედია ( )1;− +∞ , ამოზნექილობის שუალედია 

( ); 1−∞ − , გადაღუნვის წერტილია ( )1; 2− − . 

1.125. ამოზნექილობის שუალედია ( )1;+∞ , ჩაზნექილობის שუალედია ( );1−∞ , 

გადაღუნვის წერტილია ( )1;5 . 

1.126. ჩაზნექილობის שუალედებია: ( ); 1−∞ −  და ( )1;+∞ , ამოზნექილობის 

) უალედიაש )1;1− , გადაღუნვის წერტილებია: ( )1; 3± − . 

1.127. ამოზნექილობის שუალედია ( )1;1− , ჩაზნექილობის שუალედებია 

( ); 1−∞ −  და ( )1;+∞ , გადაღუნვის წერტილებია ( )1; 3± − . 

1.128. ჩაზნექილობის שუალედია ( )1;1− , ამოზნექილობის שუალედებია: 

( ); 1−∞ −  და ( )1;+∞ , გადაღუნვის წერტილებია: 
11;
2

 ± 
 

. 
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1.129. ჩაზნექილობის שუალედებია: ( );0−∞  და ( )1;+∞ , ამოზნექილობის 

) უალედიაש )0;1 , გადაღუნვის წერტილებია: ( )0;1  და ( )1;0 . 

1.130. ჩაზნექილობის שუალედია ( );−∞ +∞ , გადაღუნვის წერტილები არ აქვს. 

1.131. ამოზნექილობის שუალედია ( );−∞ ∞ , გადაღუნვის წერტილები არ აქვს. 

1.132. ამოზნექილობის שუალედია ( )1;3 , ჩაზნექილობის שუალედებია: ( );1−∞  

და ( )3;+∞ , გადაღუნვის წერტილებია: ( )1;5.5  და ( )3; 112.5− . 

1.133. ჩაზნექილობის שუალედებია: ( )0;1  და ( )2;+∞ , ამოზნექილობის שუალე-

დებია: ( );0−∞  და ( )1;2 , გადაღუნვის წერტილებია: ( )0;1 , 
201;
3

 
 
 

 და 

372;
3

 
 
 

. 

1.134. ამოზნექილობის שუალედია ( );0−∞ , ჩაზნექილობის שუალედია ( )0;+∞ , 

გადაღუნვის წერტილია ( )0;6 . 

1.135. ჩაზნექილობის שუალედია ( );−∞ +∞ , გადაღუნვის წერტილები არ აქვს. 

1.136. ჩაზნექილობის שუალედია ( );−∞ +∞ , გადაღუნვის წერტილები არ აქვს. 

1.137. ამოზნექილობის שუალედია ( ); 2−∞ − , ჩაზნექილობის שუალედია 

( )2;− +∞ , გადაღუნვის წერტილები არ აქვს. 

1.138. ამოზნექილობის שუალედია ( );2−∞ , ჩაზნექილობის שუალედია ( )2;+∞ , 

გადაღუნვის წერტილია ( )2;3 . 

1.139. ამოზნექილობის שუალედია ( ); 1−∞ − , ჩაზნექილობის שუალედია 

( )1;− +∞ , გადაღუნვის წერტილია ( )21;1 e−− − . 

1.140. ამოზნექილობის שუალედია ( )1;− +∞ , ჩაზნექილობის שუალედია 

( ); 1−∞ − , გადაღუნვის წერტილი არ აქვს. 

1.141. ჩაზნექილობის שუალედებია: 
1;
2

 −∞ − 
 

 და 
1 ;
2

 +∞ 
 

, ამოზნექილო-

ბის שუალედია 
1 1;
2 2

 − 
 

, გადაღუნვის წერტილებია: 
1
21 ;

2
e

− 
± 
 

. 
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1.9. ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტები 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების გრაფიკთა ასიმპტოტები 

1.142. 
2 1
3

xy
x

−=
+

. 

1.143. 
3

2

3
1

xy
x

=
−

. 

1.144. 
22 3
1

x xy
x

−=
−

. 

1.145. 
3

2

1
4

xy
x

+=
−

. 

1.146. 
23 1xy
x
+= . 

1.147. 
( )

2

23
xy
x

=
+

. 

1.148. 22
1

y x
x

= +
−

. 

1.149. 
( )
3 1
1

xy
x x

−=
+

. 

1.150. 
3 2

2

2 3
4

x xy
x
− +=

−
. 

1.151. 3 1x x xy
x

+ += . 

1.152. 
2

3
1
xy
x

−=
+

. 

1.153. 1y x
x

= + . 

1.154. 2

2
4
xy

x
=

−
. 

1.155. x
xy
e

= . 

1.156. 
1

xey
x

=
+

. 

1.157. sin xy
x

= . 

1.158. sin
1
xy

x
=

+
. 

1.159. 
1
xy xe= .

პასუხები 

1.142. ვერტიკალური ასიმპტოტია 3x = − , დახრილი ასიმპტოტია 3y x= − . 

1.143. ვერტიკალური ასიმპტოტებია: 1x = ± , დახრილი ასიმპტოტია 3y x= . 

1.144. ვერტიკალური ასიმპტოტია 1x = , დახრილი ასიმპტოტია 2 1y x= − . 

1.145. ვერტიკალური ასიმპტოტებია: 2x = ± , დახრილი ასიმპტოტია y x= . 

1.146. ვერტიკალური ასიმპტოტია 0x = , დახრილი ასიმპტოტია 3y x= . 

1.147. ვერტიკალური ასიმპტოტია 3x = − , ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 
1y = . 

1.148. ვერტიკალური ასიმპტოტია 1x = , დახრილი ასიმპტოტია 2y x= . 
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1.149. ვერტიკალური ასიმპტოტებია: 0x =  და 1x = − , დახრილი ასიმპტოტია 
1y x= − . 

1.150. ვერტიკალური ასიმპტოტია: 2x = ± , დახრილი ასიმპტოტია 2 1y x= − . 

1.151. ვერტიკალური ასიმპტოტია 0x = , დახრილი ასიმპტოტია 3y x= + , 

როცა x→ +∞ . 

1.152. ვერტიკალური ასიმპტოტები არ აქვს, ჰორიზონტალური ასიმპტოტებია: 

1y = ± . 

1.153. ვერტიკალური ასიმპტოტია 0x = , დახრილი ასიმპტოტია y x= . 

1.154. ვერტიკალური ასიმპტოტებია: 2x = ± , ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 

0y = . 

1.155. ვერტიკალური ასიმპტოტი არ აქვს, ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 

0y = , როცა x→ +∞ . 

1.156. ვერტიკალური ასიმპტოტია 1x = − , ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 

0y = , როცა x→ −∞ . 

1.157. ვერტიკალური ასიმპტოტი არ აქვს, ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 

0y = . 

1.158. ვერტიკალური ასიმპტოტია 1x = − , ჰორიზონტალური ასიმპტოტია 

0y = . 

1.159. ვერტიკალური ასიმპტოტია 0x = , დახრილი ასიმპტოტია 1y x= + . 

1.10. ფუნქციის გამოკვლევა და გრაფიკის აგება 

გამოიკვლიეთ שემდეგი ფუნქციები და ააგეთ გრაფიკი 

1.160. 
4

22
2
xy x= + − . 

1.161. 4 32 3y x x= − + . 

1.162. 
22

2 1
xy
x

=
−

. 

1.163. 2

2
1

y
x

=
−

. 

 

1.164. 
3

2

2
4

xy
x

=
−

. 

1.165. 
2

1
xy
x

=
+

. 

1.166. 
2

2 1
xy
x

=
+

. 

1.167. 
1

xey
x

=
+

.
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პასუხები 

1.160.   

 
1.161. 4 32 3y x x= − +  

 

1.162. 
22

2 1
xy
x

=
−
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1.163. 2

2
1

y
x

=
−

 

 

1.164. 
3

2

2
4

xy
x

=
−

 

 

2

2
1

y
x

=
−

3

2

2
4

xy
x

=
−  
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1.165. 
2

1
xy
x

=
+

 

 

1.166. 
2

2 1
xy
x

=
+

 

 
 
 

2

1
xy
x

=
+
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1.167. 
1

xey
x

=
+

 

 

დამატებითი სავარჯიשოები 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების წარმოებული 

1.168. ( )sin xy x= . 

1.169. ( )
1

2 4 xy x= + . 

 

1.170. 1 x

y x
x

 = + 
 

. 

1.171. ( )
( )

3 3

5

3 1
5

x x
y

x
+ +

=
+

. 

გამოთვალეთ ზღვარი 

1.172. ( )sin2

0
lim

x

x
x

→
. 

1.173. ( )
1

0
lim 3x x
x

x
→

+ . 

 

1.174. ( )
1
sin

0
lim cos sin x
x

x x
→

+ . 

1.175. 
2
1

2 1lim
x

x

x
x→+∞

 +
 
 

. 

1.176. იპოვეთ 3 23y x x= −  ფუნქციის ექსტრემუმი და გადაღუნვის წერტილები. 

1

xey
x

=
+ l 



თამაზ ზერეკიძე, რუსუდან მესხია, მათემატიკა ეკონომიკისა და ბიზნესისათვის – 2 

 26 

1.177. იპოვეთ שუალედი, სადაც 5 45 1y x x= − +  ფუნქცია კლებადიც არის და 

ამოზნექილიც. იპოვეთ მინიმუმისა და გადაღუნვის წერტილები. 

1.178. იპოვეთ 3 26 3y x x= − −  ფუნქციის კრიტიკული წერტილები, მონოტო-

ნურობის שუალედები და ჩაზნექილობა-ამოზნექილობის שუალედები. 

1.179. იპოვეთ 5 43 5 4y x x= − −  ფუნქციის მაქსიმუმი და ამოზნექილობა-ჩაზ-

ნექილობის שუალედები. 

1.180. იპოვეთ 2xy xe=  ფუნქციის კლებადობის שუალედი და მინიმუმი, აგ-

რეთვე ამოზნექილობის שუალედი და გადაღუნვის წერტილები. 
1.181. იპოვეთ a -ს ის მნიשვნელობა, რომლისთვისაც  

ა) ( ) 4 33 4 2f x x x a= − +  ფუნქციის მინიმუმი 6 -ის ტოლია; 

ბ) ( ) 3 44 3 5f x x x a= − −  ფუნქციის მაქსიმუმი 3 -ის ტოლია. 

1.182. a -ს რა მნიשვნელობისთვის არ აქვს გადაღუნვის წერტილი שემდეგ 
ფუნქციებს:  

ა) ( ) 3 25 2 1f x ax x x= + + + ; 

ბ) ( ) 4 3 212 2
2

f x ax x x= + + + ; 

გ) ( ) 4 3 21 3 4
2

f x x ax x= + + + . 

1.183. ნახაზზე (იხ. ნახ. 1, ნახ. 2, ნახ 3) მოცემულია ( )y f x′=  ფუნქციის 

გრაფიკი. იპოვეთ ( )f x  ფუნქციის მონოტონურობის שუალედები და 

დაადგინეთ ექსტრემუმის წერტილები. 

ა) 

 
ნახ 1. 
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ბ)  

 
ნახ. 2 

გ)  

 
ნახ. 3 

1.184. N  ქალაქשი წარმოებული პროდუქციის A  ქალაქשი გადასატანად უნდა 

გაკეთდეს გზატკეცილი NP , რომელიც שეაერთებს N  ქალაქს A  ქალაქზე 

გამავალ AB  რკინიგზასთან (იხ. ნახ. 4). გადაზიდვები გზატკეცილზე 

ჯდება ორჯერ მეტი, ვიდრე რკინიგზით. როგორ P  პუნქტשი უნდა გაი-
აროს გზატკეცილმა, რომ გადაზიდვის ხარჯები იყოს მინიმალური. 

 
ნახ. 4 
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1.185. ქარხანა ერთ თვეשი ამზადებს x  ერთეულ პროდუქციას და p  ფასი ამ 

პროდუქციისა განისაზღვრება שემდეგი სახით: 

( ) 160
10

p x x= − . 

როდის იქნება u px=  ?ემოსავალი მაქსიმალურიש 

1.186. a  სიგრძის მონაკვეთი გაყავით ორ მონაკვეთზე ისე, რომ ამ მონაკვე-
თებზე აგებული კვადრატების ფართობთა ჯამი იყოს უმცირესი. 

1.187. იპოვეთ ( )3 xy x e−= +  ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტი, როცა x→ +∞ . 

1.188. იპოვეთ 
2xy

x x
=

−
 ფუნქციის ვერტიკალური ასიმპტოტი და დაასაბუ-

თეთ, რომ დახრილი ასიმპტოტი არ აქვს. 

პასუხები 

1.168. ( )sin1 1cos ln sin
2

x
x x x x

x
 + 
 

. 

1.169. ( ) ( )21
2

2 2

ln 424
4

x
x

x
x x

 +
 + −
 + 

. 

1.170. 
2 2

2

1 1 1ln
1

x x xx
x x x

 + − + −   +   
. 

1.171. 
( )

( ) ( )

3 3

5

3 1 3 1 5
3 3 1 55

x x
x x xx

 + +
+ −  + + ++  

. 

1.172. 1. 

1.173. 3e . 

1.174. e . 

1.175. 1. 

1.176. ( )max 0 0y y= = , ( )min 2 4y y= = − , გადაღუნვის წერტილია ( )1; 2− . 

1.177. ამოზნექილიც და კლებადიცაა ( )0;3  უალედზე, მინიმუმის წერტილიაש 

4x = , გადაღუნვის წერტილია ( )3; 161− . 

1.178. კრიტიკული წერტილებია: 0x =  და 4x = . ზრდადობის שუალედებია: 

( ];0−∞  და [ )4;+∞ , კლებადობის שუალედია [ ]0;4 , ამოზნექილობის 

) უალედიაש );2−∞ , ჩაზნექილობის שუალედია ( )2;+∞ . 
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1.179. ( )max 0 4y y= = − , ამოზნექილობის שუალედია ( );1−∞ , ჩაზნექილობის 

) უალედიაש )1;+∞ . 

1.180. კლებადობის שუალედია 
1;
2

 −∞ − 
 

, min
1 1
2 2

y y
e

 = − = − 
 

, ამოზნექი-

ლობის שუალედია ( ); 1−∞ − , გადაღუნვის წერტილია 2

11;
e

 − − 
 

. 

1.181. ა) 
7
2

a = ;  ბ) 
2
5

a = − . 

1.182. ა) 0a = ;  ბ) 3a ≥ , გ) 2 2a− ≤ ≤ . 

1.183. ა) კლებადობის שუალედებია: [ ]4; 3− −  და [ ]1;4 , ზრდადობის שუალედია 

[ ]3;1− , მინიმუმის წერტილია 3x = − , მაქსიმუმის წერტილია 1x = ; 

ბ) ზრდადობის שუალედია [ ]4;2− , კლეაბობის שუალედია [ ]2;6 , მაქსი-

მუმის წერტილია 2x = , ფუნქციის უდიდესი მნიשვნელობაა ( )2f . 

გ) კლებადობის שუალედია [ ]6; 2− − , ზრდადობის שუალედია [ ]2;4− , მი-

ნიმუმის წერტილია 2x = − , ფუნქციის უმცირესი მნიשვნელობაა ( )2f − . 

1.184. P  პუნქტი B -დან დაשორებული უნდა იყოს 60 3 კმ-ზე. 

ი 300שემოსავალი იქნება მაქსიმალური, თუ ყოველ თვეש .1.185  ერთეულ 
პროდუქციას აწარმოებენ. 

1.186. a  მონაკვეთი უნდა გაიყოს ორ ტოლ ნაწილად. 

1.187. 3y x=  არის დახრილი ასიმპტოტი, როცა x→ +∞ . 

1.188. ვერტიკალური ასიმპტოტია 1x = , დახრილი ასიმპტოტი არ აქვს, რად-

გან ( )( )lim
x

b f x kx
→+∞

= − = ∞ . 
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2. ორი ცვლადის ფუნქცია 

2.1. ორი ცვლადის ფუნქციის ზღვარი 

გამოთვალეთ ფუნქციის მნიשვნელობები მითითებულ წერტილებשი 

2.1. ( ) 2 2, 2 3f x y x xy y= − + . იპოვეთ ( )3; 2f −  და ( )4; 4f − − . 

2.2. ( ) ( )( )1 1
,

x y
f x y

x y
− −

=
+

. იპოვეთ ( )1; 2f − −  და ( )3; 2f − . 

2.3. ( ) 2 2

1, x tf x t
x t
− +=

+
. იპოვეთ ( )2;1f  და ( )3;2f . 

2.4. ( ), lnf u v u v= + . იპოვეთ ( )6; 1f −  და ( )30;f e . 

გამოთვალეთ שემდეგი ფუნქციების ზღვარი 

2.5. ( )2 2

0
0

1lim sin
x
y

x y
xy→

→

+ . 

2.6. 2 2lim
x
y

x y
x y→∞

→∞

+
+

. 

2.7. 
0
2

sinlim
x
y

xy
x→

→

. 

2.8. lim 1
x

x
y k

y
x→∞

→

 + 
 

 

 

2.9. 
0
0

lim
x
y

x
x y→

→
+

. 

2.10. 
2 2

2 20
0

lim
x
y

x y
x y→

→

−
+

. 

2.11. 
0
0

2 4
lim
x
y

xy
xy→

→

− +
. 

2.12. 
( )3 3

2 20
0

tg
lim
x
y

x y
x y→

→

+
+

.

პასუხები 

2.1. ( )3; 2 33f − = , ( )4; 4 32f − − = . 

2.2. ( )1; 2 2f − − = − , ( )3; 2 6f − = − . 

2.3. ( ) 22;1
5

f = , ( ) 23;2
13

f = . 

2.4. ( )6; 1 6f − = , ( )30;e 3f = . 

2.5. 0 . 

2.6. 0 . 

2.7. 2 . 

2.8. ke . 

2.9. ზღვარი არ აქვს. 

2.10. ზღვარი არ აქვს. 

2.11. 1
4

− . 

2.12. 0 .
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2.2. ორი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები 

გამოთვალეთ 

2.13. ( )0;1xf ′ , თუ ( ) 2 4; 3f x y x xy y= − + . 

2.14. 
1 ; 1
2yf

 ′ − 
 

, თუ ( ) 2 2

; 3x yf x y −= . 

2.15. ;
2 4xf
π π ′ − 
 

, თუ ( ) ( )2; sinf x y x y= − . 

2.16. ( )2; 1xz′ − , თუ ( )lnz xy x y= + + . 

2.17. 
2 ;
3 4yz
π π ′  

 
, თუ ( )cos 3 2z x y= + . 

იპოვეთ שემდეგ ფუნქციათა კერძო წარმოებულები 

2.18. 3 3 3z x y axy= + − . 

2.19. cos xz
y

= . 

2.20. 
2

arctg xz
y

= . 

2.21. ( )2sinz xy= . 

2.22. 
x yz
x y

−=
+

. 

2.23. yz
x

= . 

2.24. 2 2z x y= − . 

2.25. 
2 2

xz
x y

=
+

. 

2.26. y xz x y= + . 

2.27. 
sin y
xz e= . 

2.28. 2ln xz y
y

= . 

2.29. 2 2sinz x y= . 

2.30. 
2tg xz y= . 

2.31. ( )cos2 1
y

z x= + . 

2.32. 2 arctgxz y= . 

2.33. 
2cos yz x= . 

2.34. იპოვეთ yz′ , თუ 
3

2 siny xz
y

= . 

2.35. იპოვეთ ( )1;0xz′ , ( )1;0yz′ , თუ 

( )21
x

z y x= + .

პასუხები 

2.13. 3− . 

2.14. 
4

2 ln 3
27

. 

2.15. 1− . 

2.16. 0 . 

2.17. 2− . 
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2.18. ( )23xz x ay′ = − , 

( )23yz y ax′ = − . 

2.19. 
1 sinx

xz
y y

′ = − , 2 siny
x xz
y y

′ = . 

2.20. 2 4

2
x

xyz
y x

′ =
+

, 
2

2 4y
xz

y x
′ = −

+
. 

2.21. ( )2 2cosxz y xy′ = , 

( )22 cosyz xy xy′ = . 

2.22. 
( )2
2

x
yz

x y
′ =

+
, 

( )2
2

y
xz

x y
−′ =
+

. 

2.23. 2x
yz
x

′ = − , 
1

yz x
′ = . 

2.24. 
2 2x
xz

x y
′ =

−
, 

2 2y
yz

x y
−′ =

−
. 

2.25. 
( )

2

32 2
x

yz
x y

′ =
+

, 

( )32 2
y

xyz
x y

−′ =
+

. 

2.26. 1 lny x
xz yx y y−′ = + , 

1lny x
yz x x xy −′ = + . 

2.27. 
sin

2cos
y
x

x
y yz e
x x

′ = − ⋅ ⋅ , 

sin1 cos
y
x

y
yz e

x x
′ = . 

2.28. 
2 lnx
y xz
x y

′ = , 

ln ln 2y
x xz
y y
 ′ = − 
 

. 

2.29. 22 sinxz x y′ = , 2 sin 2yz x y′ = . 

2.30. 
2tg

2

12 tg ln
cos

x
xz x y y

x
′ = ⋅ ⋅ , 

22 tg 1tg x
yz x y −′ = ⋅ . 

2.31. ( )cos 122 cos 1
y

xz x y x
−

′ = + , 

( ) ( )cos2 2sin 1 ln 1
y

yz y x x′ = − + + . 

2.32. 2 ln 2 arctgx
xz y′ = , 

2

2
1

x

yz y
′ =

+
. 

2.33. 
22 cos 1cos y

xz y x −′ = ⋅ , 
2cossin 2 lny

yz y x x′ = − ⋅ . 

2.34. 
3 3 3

22 ln2sin 2 cosy y
y

x x xz
y y y

′ = − . 

2.35. ( ) 11;0
2xz′ = , ( )1;0 0yz′ = . 

2.3. ორი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენციალი 

2.36. 2 33 4z x y xy= + − . 

2.37. 2 2 3 ln 2z x y x= + + + . 

2.38. 
2

2arcsin xz
y

= . 

2.39. 21
xyz
x

=
+

. 

2.40. 
2
x
yz e= . 

2.41. ( )1 2 sinxz y x= + + . 

2.42. ( )1 cos
y

z x y= + + . 

2.43. ( )2tgz y xy= . 
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2.44. ( )ln2 sin yz x= + . 

2.45. 
cos x
yz e=  

2.46. ( )tg 1 yz x x= − + . 

პასუხები 

2.36. ( ) ( )22 4 9 4dz x y dx y x dy= − + − . 

2.37. ( )2 3 2dz x dx y dy= + + . 

2.38. 
2

4 4 4 4

2 2x xdz dx dy
y x y y x

= −
− −

. 

2.39. 
( )

( )
2

2 22

1
11

y x xdz dx dy
xx

−
= +

++
. 

2.40. 
2

2

1 2
x
y xdz e dx dy
y y
 

= − 
 

. 

2.41. ( ) ( )( ) ( ) 11 2 ln 1 2 cos 2 1 2x xdz y y x dx x y dy−= + + + + + . 

2.42. ( ) ( ) ( )1 11 1 ln 1 sin
2

y y
dz y x dx x x y dy

x

−  = + + + + − 
 

. 

2.43. ( ) ( ) ( )
3 2

2 22 tg
cos cos
y xydz dx y xy dy
xy xy

 
= + +  

 
. 

2.44. ( ) ( ) ( )ln 1 ln 2 sin
2 sin cos ln 2 siny x

dz x x y dx x dy
y

− + 
= + + + 

 
. 

2.45. ( )
cos

2

1 sin
x
y xdz e y dx x dy

y y
= − − . 

2.46. ( )
1

2

1 1 ln
2 1cos 1

y y
y

dz yx dx x x dy
xx x

−  = + +  −− +   
. 

2.4. მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 

იპოვეთ שემდეგ ფუნქციათა მეორე რიგის კერძო წარმოებულები 

2.47. 5 2 32 3z y x y y= + + . 

2.48. ( )cos sinxz e y x y= + . 

2.49. sin yz x= . 

2.50. ( )cos yz x= . 
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2.51. 
22 yz x e= ⋅ . 

2.52. 2 1xz y += . 

2.53. იპოვეთ ( )0;1xyz′′ , თუ 

22 sinyz x y x= ⋅ + . 

2.54. იპოვეთ 
2z
x y
∂

∂ ∂
, თუ 

( )3 tgz x xy= . 

2.55. იპოვეთ ( )0;1xyz′′ , თუ 

( )2cosz xy= , ( )0;1 0xyz′′ = . 

2.56. იპოვეთ yyz′′ , თუ 

2 2

1lnz
x y

=
+

. 

2.57. იპოვეთ xyz′′ , თუ ln yz x= . 

პასუხები 

2.47. 36xxz y′′ = , 218xy yxz z xy′′ ′′= = , 3 240 18yyz y x y′′ = + . 

2.48. ( )cos sin 2sinx
xxz e y x y y′′ = + + ,  

( )cos cos sinx
xy yxz z e x y y y′′ ′′= = + − ,  

( )cos sinx
yyz e y x y′′ = − + . 

2.49. ( ) sin 2sin sin 1 y
xxz y y x −′′ = − ,  

( )sin 1 cos 1 sin lny
xy yxz z x y y x−′′ ′′= = + , 

 ( )sin ln cos ln siny
yyz x x y x y′′ = − . 

2.50. ( )2 2cos ysin 1y
xxz y x x−′′ = − ,  

( ) ( )1sin cosx 1 ln cosy
xy yxz z x y x−′′ ′′= = − + , 

 ( ) 2cos ln cosy
yyz x x′′ = . 

2.51. 0xxz′′ = , 
224 y

xy yxz z ye′′ ′′= = , ( )22 24 1 4y
yyz xe y′′ = + . 

2.52. 2 2 14 ln x
xxz y y +′′ = ⋅ , ( )( )22 1 2 1 lnx

xy yxz z y x y′′ ′′= = + + , 

( ) 2 12 2 1 x
yyz x x y −′′ = + . 

2.53. ( )0;1 2 2ln 2xyz′′ = + . 

2.54. 
( ) ( )( )

2 3

2 4 2 tg
cos

z x xy xy
x y xy
∂ = +

∂ ∂
. 

2.55. ( ) ( )( )2 2 22 sin cosxy yxz z y xy xy xy′′ ′′= = − + , ( )0;1 0xyZ ′′ = . 
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2.56. 
( )

2 2

22 2yy
x yz
x y

−′′ = −
+

. 

2.57. ( )ln 11 1 ln lny
xyz x y x

y
−′′ = + ⋅ . 

2.5. ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

გამოიკვლიეთ ექსტრემუმზე שემდეგი ფუნქციები 

2.58. ( )2 21 2z x y= − + . 

2.59. 2 2 2z x xy y x y= + + − − . 

2.60. 3 22 27 4z x y x y= − − + . 

2.61. 3 3 3z x y xy= + − . 

2.62. 3 23 3z x x y= − − . 

2.63. 3 22 6 3z x xy y= − + . 

2.64. 4 3 24 3z x x y y= − + − . 

2.65. 3 2 21 1 1
3 2

z x xy x y= − + + + . 

2.66. ( )3 2 6z x y x y= − − , 0x > , 

0y > . 

2.67. 4 4 2 22 4 2z x y x xy y= + − + − . 

2.68. 2 3 23 3 6 9 1z x x y y x= − + + + + . 

2.69. 2 31 3 12 15
2

z x xy y y= + + − + . 

2.70. 3 21 2 15 1
3

z x xy xy x= + + − + . 

2.71. 
50 20z xy
x y

= + + .

პასუხები 

2.58. ( )min 1;0 0z z= = . 

2.59. ( )min 1;0 1z z= = − . 

2.60. ( )max 3;1 56z z= − = . 

2.61. ( )min 1;1 1z z= = − . 

2.62. ( )max 1;0 2z z= = . 

2.63. ( )min 1;1 1z z= = − . 

2.64. ( )min 1;2 7z z= = − . 

2.65. ( )min 0;0 1z z= = . 

2.66. ( )max 3;2 108z z= = . 

2.67. ( ) ( )min 2; 2 2; 2 8z z z= − = − = − . 

2.68. ( )min 1; 1 7z z= − − = − . 

2.69. ( )min 12;4 41z z= − = − . 

2.70. ( )min
24; 1 41
3

z z= − = − , ( )max
24; 1 43
3

z z= − − = . 

2.71. ( )min 5;2 30z z= = . 
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2.6. ორი ცვლადის ფუნქციის პირობითი ექსტრემუმი.                
ლაგრანჟის მამრავლთა მეთოდი 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების პირობითი ექსტრემუმი 

2.72. 2 2 4z x y xy x y= + − + + − , თუ 2 3 0x y+ − = . 

2.73. 22z xy y= + , თუ 2 1x y+ = . 

2.74. 
1 1z
x y

= + , თუ 4x y+ = . 

იპოვეთ שემდეგი ფუნქციების პირობითი ექსტრემუმი ლაგრანჟის მამრავ-
ლთა მეთოდით 

2.75. 2z x y= − , თუ 2 2 5x y+ = . 

2.76. z xy= , თუ 2 2 8x y+ = . 

2.77. 3z x y= + , თუ 2 2 10x y+ = . 

2.78. 
1 1z
x y

= + , თუ 2 2

1 1 1
8x y

+ = . 

2.79. 
2 1z
x y

= − , თუ 2 2

1 1 5
4x y

+ = . 

პასუხები 

2.72. min
1
3

z = − , როცა 
5
3

x = , 
1
3

y = − . 

2.73. max 1z = , როცა 0x = , 1y = ; min
5
27

z = − , როცა 
2
3

x = , 
1
3

y = − . 

2.74. min 1z = , როცა 2x y= = . 

2.75. min 5z = − , როცა 1x = − , 2y = , max 5z = , როცა 1x = , 2y = − . 

2.76. max 4z = , როცა 2x = , 2y =  ან 2x = − , 2y = − ; 

min 4z = − , როცა 2x = , 2y = −  ან 2x = − , 2y = . 

2.77. min 10z = − , როცა 3x = − , 1y = − ; max 10z = , როცა 3x = , 1y = . 

2.78. min
1
2

z = − , როცა 4x y= = − ; max
1
2

z = , როცა 4x y== = . 

2.79. min
12
2

z = − , როცა 1x = − , 2y = ; max
12
2

z = , როცა 1x = , 2y = − . 
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3. ინტეგრალური აღრიცხვის ელემენტები 

3.1. პირველადი ფუნქცია და განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

განუსაზღვრელ ინტეგრალთა ცხრილი 

1. dx x c= + . 

2. 
1

1
xx dx c

α
α

α

+

= +
+ , 1α ≠ − . 

3. 
ln

x
x aa dx c

a
= + . 

4. x xe dx e c= + . 

5. 
1 lndx x c
x

= + . 

6. sin cosx dx x c= − + . 

7. cos sinx dx x c= + . 

8. 2 tg
cos
dx x c
x

= + . 

 

9. 2 ctg
sin
dx x c
x

= − + . 

10. 
2
arcsin

1
dx x c
x

= +
− . 

11. 2 arctg
1
dx x c
x

= +
+ . 

12. 2 2

1 arctgdx x c
a x a a

= +
+ . 

13. 
2 2

arcsindx x c
aa x

= +
− . 

14. 2 2

1 ln
2

dx x a c
x a a x a

−= +
− + . 

15. 2

2
lndx x x a c

x a
= + + +

+ .

ცხრილის გამოყენებით იპოვეთ שემდეგი ინტეგრალები 

3.1. ( )23 1x dx+ . 

3.2. 2 16 4x x dx
x

 + + 
  . 

3.3. ( )( )( )1 1 2 1 3x x x dx+ + + . 

3.4. 
( )22

3

1x
dx

x
+

 . 

3.5. 
3 52 4 4

3

2 3x x x dx
x

+ −
 . 

3.6. 
( )21 x

dx
x x
−

 . 

3.7. ( )2 3 4x x x dx− ⋅ . 

3.8. 3

11x
xe dx

x e
 + 
  . 

3.9. ( )( )3 23 31 1x x x dx− + + . 

3.10. 2 3 4

2 3 4 6 dx
x x x x

 + + + 
  . 

3.11. 
( )23 4
12

x x

x dx
−

 . 

3.12. 2tg x dx . 

3.13. 2ctg x dx . 

3.14. 2cos
2
x dx . 
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3.15. 2sin
2
x dx . 

3.16. 2 2

2 3
1 1

dx
x x

 
− + − 

 . 

3.17. 
cos 2

cos sin
x dx

x x+ . 

 

3.18. 
1 cos 2
dx

x− . 

3.19. 
1 cos 2
dx

x+ . 

3.20. 
2

sin cos
2 2
x x dx + 

  . 

პასუხები 

3.1. 3 23 3x x x c+ + + . 

3.2. 3 22 2 lnx x x c+ + + . 

3.3. 4 3 23 11 3
2 3
x x x x c+ + + + . 

3.4. 
2

2

12ln
2 2
x x c

x
+ − +  

3.5. 
3 52 6

3 52 ln
2 2

x c
x x

− + + . 

3.6. 32 24
3

x x c
x

− − + + . 

3.7. 
8 12
ln8 ln12

x x

c− + . 

3.8. 2

1
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x x c− + . 

3.10. 2 3
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x x
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3.15. ( )1 sin
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3.18. 
1 ctg
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x c− + . 

3.19. 
1 tg
2

x c+ . 

3.20. cosx x c− + . 

3.2. ცვლადის გარდაქმნა განუსაზღვრელ ინტეგრალשი (ჩასმის ხერხი) 

ჩასმის ხერხის გამოყენებით გამოთვალეთ שემდეგი ინტეგრალები 

3.21. 
( )43 2
dx
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3.22. 
5 4
dx
x + . 

3.23. 
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x − . 
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+

+ + . 
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1
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3.34. 
arctg

2

2
1

x

dx
x+ . 
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 . 
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x+ . 

3.47. 
23 5

dx
x+ . 
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3.55. ctg x dx . 
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x x+ . 
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 + 
  . 
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  . 
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 . 
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 . 
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− . 
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 . 
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3.72. 
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dx
x x− − . 
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x x− + . 
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dx

x x+ + . 
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პასუხები 
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x c+ . 
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x c+ . 
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xx c+ + . 
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1 1 tg 3 ln cos
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x
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3.69. 
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3.70. 
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3.71. 2ln 1 5x x x c+ + + + + . 

3.72. 
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3.73. 
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x c
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3.74. 21ln 1
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3.76. 
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52
x c− + . 
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3.3. ნაწილობითი ინტეგრება 

-ემდეგ ინტეგრალთა გამოსათვლელად ისარგებლეთ ნაწილობითი ინტეგש
რების ფორმულით 

3.83. sinx x dx . 

3.84. cosx x dx . 
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3.93. arctgx x dx . 
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პასუხები 
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3.85. 
3 1
ln3 ln3

x

x c
−  − + + 
 

. 

3.86. 
7 1
ln 7 ln 7

x

x c − + 
 

. 

3.87. ( )1xe x c−− + + . 

3.88. 
1 1cos 2 sin 2
2 4
x x x c− + + . 

3.89. 
1 1sin 5 cos5
5 25
x x x c+ + . 

3.90. lnx x x c− + . 

3.91. 2arcsin 1x x x c+ − + . 

3.92. ( )21arctg ln 1
2

x x x c− + + . 

3.93. 
2 1 1arctg
2 2
x x x c+ − + . 

3.94. ( )21 2 1
4

xe x c−− + + . 

3.95. ( )2

1 1 2 ln
4

x c
x

− + + . 

3.96. ( ) ( )( )sin ln cos ln
2
x x x c− + . 

3.97. ( ) ( )( )sin ln cos ln
2
x x x c+ + . 

3.98. 
( )sin cos

2

xe x x
c

+
+ . 
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 44 

4. განსაზღვრული ინტეგრალი და მისი გამოყენება 

4.1. ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულა 

ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ שემდეგი ინტეგ-
რალები 

4.1. 
1

4

0

x dx . 

4.2. 
4

3
1

2x dx
x

 + 
  . 

4.3. 
4

2

6

cos
dx
x

π

π
 . 

4.4. 
1

2
11
dx
x− + . 
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2 3x x dx− + . 

4.6. 
2
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2sin 5x dx

π

 . 

4.7. 
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2
0 1 9
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dx
x− . 

 

4.8. 
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2
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dx
x

−

− − . 

4.9. 
4

2

6

1
sin

dx
x

π

π
 . 

4.10. 
1

2
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1
1
dx

x + . 

4.11. 
4

2
1

1 x dx
x

+
 . 

4.12. 
4

2

0

tg x dx

π

 . 

4.13. 
2

2

0

2sin
2
x dx

π

 . 

4.14. 2

0

2cos
2
x dx

π

 . 

ჩასმის ხერხით გამოთვალეთ שემდეგი ინტეგრალები 

4.15. 
3

ln

e

e

dx
x x . 

4.16. 
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1

3
2 11 5

dx
x

−

− + . 

4.17. 
2
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π
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1
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4.20. 
4

2
0
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x dx
x
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 . 
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dx
x
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 . 

4.22. 
1

2
1
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8 2
dx
x x

−
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4.23. 
3

2
1 5 2

dx
x x− + . 

4.24. 
3

2
2 2 3 2

dx
x x+ − . 

4.25. 
2

2

0

sin cosx x dx

π

 . 

4.26. 

1
3

2
0 4 9

dx
x− . 

4.27. 
3

1
2

0

xx e dx . 

4.28. 
0

4
1 1
x dx

x− + . 

4.29. ( )2
1 1 ln

e dx
x x+ . 
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2

0

tg x dx

π

 . 

4.31. 
( )2

1

1 lne x
dx

x

+
 . 

4.32. 
2 3

4
1 4
x dx
x + . 

ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით გამოთვალეთ שემდეგი ინტეგრალები 

4.33. 
2

0

sinx x dx

π

 . 

4.34. 
4

0
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 . 

4.35. 
1
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xxe dx . 

4.36. 
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1
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+ . 
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პასუხები 
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4.2. ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა 

გამოთვალეთ იმ ფიგურათა ფართობები, რომლებიც שემოსაზღვრულია שემ-
დეგი წირებით  
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პასუხები 
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4.60. ( )4 5 10 8
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4.63. 27 . 

4.3. ბრუნვითი სხეულის მოცულობა 

გამოთვალეთ שემდეგი წირებით שემოსაზღვრული ფიგურის ox  ღერძის 
გარשემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა 
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4.77. siny x= , 0x = , x π=  0y = . 

4.78. 2xy e= , 0y = , 0x = , 1x = . 

პასუხები 

4.64. 8π . 

4.65. ა) 
2
15

π ;  ბ) 
1
6

π . 

4.66. 
6
7

π . 

4.67. 
832
15

π . 

4.68. 
3
10

π . 

4.69. 
3
π

. 

4.70. 
5
6

π . 

4.71. ln 4π . 

4.72. 
4ln 4 3
ln 4

π−
. 

4.73. 
72
5

π . 

4.74. 
8
15

π . 

4.75. 
108
5

π . 

4.76. 
96
5

π . 

4.77. 
2

2
π

. 

4.78. ( )4 1
4
eπ − . 
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5. დიფერენციალური განტოლებები 

5.1. განცალებადცვლადებიანი პირველი რიგის                  
დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსენით שემდეგი განტოლებები და სადაც მითითებულია, იპოვეთ ის 
კერძო ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებენ მოცემულ საწყის პირობას 

5.1. 23 2 1y x x′ = − + , 1x = , 2y = . 

5.2. 0xy y′ − = , 
1
2

x = , 2y = . 

5.3. y y′ = , 2x = − , 2y = . 

5.4. 2 lny y x′ = . 

5.5. 2 21 x y y′− = . 

5.6. 2 3 1xy y x′ = − . 

5.7. 2 21xy y x′ = + . 

5.8. 23 1xy y x′ = + , 1x = , 0y = . 

5.9. 2 xy xy e′ = . 

5.10. ( )21 x y xy′+ = . 

5.11. ( ) ( )1 1 0y dx x dy+ − − = . 

5.12. ( )21 0y dx xy dy+ + = . 

5.13. 21xyy x′ = − . 

5.14. tgy x y′ = . 

5.15. 2 21 1 0x y dx y x dy+ + + = . 

5.16. ( ) ( )2 21 1 0y x dx x dy+ + + = . 

5.17. ( ) ( )2 2 0xy x dx y x y dy+ + − = . 

5.18. 
1 2xyy
y

−′ = . 

5.19. 2xy y y′ + = . 

5.20. 10x yy +′ = . 

პასუხები 

5.1. 3 2y x x x c= − + + , 
3 2 1y x x x= − + + . 

5.2. y cx= , 4y x= . 

5.3. xy ce= , 22 xy e += . 

5.4. 
1

ln
y ex c

x

=
+

. 

5.5. 
1
arcsin

y
c x

=
−

. 

5.6. 3 3 3lny x x c= − + . 

5.7. 3 233ln
2

y x x c= + + . 

5.8. 3 ln 2y x x c= + + , 
3 ln 2 2y x x= + − . 

5.9. ( )1 1xe x c
y

= − + . 

5.10. 21y c x= + . 

5.11. 1 1x y c− − = . 

5.12. 21x y c+ = . 

5.13. ( )2 2 2lnx y x c+ = . 

5.14. siny c x= . 

5.15. 2 21 1x y c+ + + = . 
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5.16. 2ln 1 arctgx y c+ + = . 

5.17. ( )2 21 1y c x+ = − . 

5.18. 3 23 3y x x c= − + . 

5.19. 
1y cx
y
− = . 

5.20. 10 10x y c−+ = .

5.2. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსენით שემდეგი განტოლებები 

5.21. 2 4y y x′ + = . 

5.22. 
1 1 0y y
x x

′ + − = . 

5.23. y x y′ = + . 

5.24. 32y y x
x

′ + = . 

5.25. 4 0y xy x′ + + = . 

 

5.26. cosy y x′ + = . 

5.27. 
2

2 xy xy xe−′ + = . 

5.28. ( ) ( )22 21 2 1x y xy x′+ − = + . 

5.29. 22 6 0xy x y′ + − = . 

5.30. ( ) ( )21 arctgx dy x y dx+ = − . 

პასუხები 

5.21. 22 1 xy x ce−= − + . 

5.22. 
2
3

cy x
x

= + . 

5.23. 1xy ce x= − − . 

5.24. 
4

2 6
c xy
x

= + . 

5.25. 
2

2 4
x

y ce
−

= − . 

 

5.26. ( )1 cos sin
2

xy ce x x−= + + . 

5.27. 
2

2

2
x xy e c−  

= + 
 

. 

5.28. ( )( )21y x x c= + + . 

5.29. 
2

3

2
xy cx= + . 

5.30. arctgarctg 1 xy x ce−= − + . 

5.3. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი 
დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსენით שემდეგი განტოლებები 

5.31. 2 0y y y′′ ′+ − = . 

5.32. 4 0y y′′ ′− = . 

5.33. 3 4y y y′′ ′− = . 

5.34. 2 8 0y y y′′ ′− − = . 

5.35. 5 6 0y y y′′ ′− + = . 

5.36. 3 2 0y y y′′ ′− + = . 

5.37. 2 0y y y′′ ′− + = . 

5.38. 4 12 9 0y y y′′ ′− + = . 



5. დიფერენციალური განტოლებები 

 51 

5.39. 6 9 0y y y′′ ′− + = . 

5.40. 10 25 0y y y′′ ′+ + = . 

5.41. 6 13 0y y y′′ ′+ + = . 

5.42. 4 29 0y y y′′ ′+ + = . 

5.43. 8 25 0y y y′′ ′+ + = . 

5.44. 2 10 17 0y y y′′ ′+ + = . 

პასუხები 

5.31. 2
1 2
x xy c e c e−= + . 

5.32. 4
1 2

xy c c e= + . 

5.33. 4
1 2

x xy c e c e−= + . 

5.34. 4 2
1 2

x xy c e c e−= + . 

5.35. 3 2
1 2

x xy c e c e= + . 

5.36. 2
1 2
x xy c e c e= + . 

5.37. ( )1 2
xy e c c x= + . 

5.38. ( )
3
2

1 2

x
y e c c x= + . 

5.39. ( )3
1 2

xy e c c x= + . 

5.40. ( )5
1 2

xy e c c x−= + . 

5.41. ( )3
1 2cos2 sin 2xy e c x c x−= + . 

5.42. ( )2
1 2cos5 sin5xy e c x c x−= + . 

5.43. ( )4
1 2cos3 sin3xy e c x c x−= + . 

5.44. 
5
2

1 2
3 3cos sin
2 2

x
y e c x c x

−  = + 
 

.
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